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第六章带度量的线性空间 


本章的内容，是利用第五章关于对称双线性函数和二次型的理 
论，在实数域和复数域上的线性空间中引进度量，使线性空间的理论 
得以发展提高.与之相应地，是深入讨论这类线性空间中与度量性质 
密切联系的一些特殊类型的线性变换，从而使线性变换理论也得以 
前进一步. 


§1欧几里得空间的定义和基本性质 

1. 欧几里得空间的定义 

定义设 F 是实数域 R 上的线性空间.如果 V 内任意两个向量 
«，卢都按某一法则对应于 R 内一个唯一确定的数，记做(《，卢），且满 
足： 

(0 对任意 M 和任意 

(^i«i - \~k 2 a 2 ^) , =ki (a l9 /3) + 々 2 (a 2 ， 卢）； 

( ii ) 对任意有 

(a ， = ( 卢， a) ; 

( iii ) 对任意，有 O ， a )>0, 且 O ， a ) = 0 的充分必要条件是 

a = 0 9 

则称(《，的为向量的内积.定义了这种内积的实数域上线性空间 
称为欧几里得空间，简称欧氏空间. 

从性质 《) 和 ( ii ) 可知，对任意々， M 和任意 a ， 見，爲 GF ， 有 

(^ 0 t = (’1戸1+’2戸2，“） 

= ， a )+/ 2 (々 2 ， a ) 

= li(a 9 /3 l )+l 2 (a 9 fi 2 ). 

把这性质和 ( i ) ， （ ii ) 结合起来就可以看出，（《，卢)实际上是 V 内一个 
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对称双线性函数.如果 F 是有限维的线性空间，那么性质 (iii) 表明 
(«，《)是一个正定二次型函数，即 u ， p ) 在 V 的任一组基下的矩阵都 
是正定矩阵.反过来，如果在 F 内给定一个对称双线性函数/(«，#)， 
且/(«，《)是一个正定二次型函数，则只要把 F 内两个向量的内积定 
义为 

0，々)=/0,卢）， 

那 么氺关 于这个内积成一欧氏空间.由此 可知： K 上有限维欧氏空 
间的内积概念和正定二次型概念之间有密切的关系. 

如果把三维几何空间（是 M 上三维线性空间）中向量的点乘定 
义为其内积，即定义(《，幻 • 幻则三维几何空间即是欧氏空间.现 
在对一般欧氏空间我们可以利用内积来给出向量的长度和夹角的概 
念，所用的办法与三维几何空间中用向量点乘定义其向量的长度、夹 
角的办法相同. 

I . 向量的长度 
对任意 aev ， 定义 

kl =V0 ， a ) ， 

称为〃的长度 或模. 从内积的性质 (iii) 可知， k| =0 的充分必要条件 
是 a =0. \ a \= l 时，称 a 为单位 向量. 

对任一 AG M ，有 

\ka | =^ J ( ka 9 ka ) =\k \ • | a |. 

由此知，当 a /0 时， • | a | =1，即为一单位向量， 

我们称它为〃的单位化. 

I . 向量的夹角 

为了定义一般欧氏空间 F 内向量夹角的概念，我们需要如下的 
命题： 

命题 1. 1对欧氏空间 F 内任意两个向量 a ，/?， 有 

I ( a ， 卢）|< |小 |々|， 

等号成立的充分必要条 件是： 线性相关. 

证 当 a =0 时，命题显然 正确. 现设 a /0 •令7==故+ 0，则 
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0< (7,7)= (如 + 卢 ， ta + 13) 

— ( a ， a ), 2 + 2( a ，々), + (乡，卢). 

上式右端是 f 的二次多项式，其值恒>0,故它没有相异的实根（否 
则，因 P 项系数(《，《)>0,它在两实根之间函数值为负）.因而，其判 
别式 


[2( a ,^)] 2 —4( a , a ) (卢，々)<0， 

故 

I (a ，々 ） |< |a| • | 々 |. 

显然等号成立(即判别式等于零）的充分必要条 件是： 上述二次多项 
式有实根(二重根 k = L 这等价于 


( ka-\-^,ka + /3) = 0. 

由内积的性质 ( iii ) 知，后者等价于如+卢=0,即《，/?线性相关. | 
命题 1. 1称为柯 西-布尼雅可夫斯基 ( Cauchy-EyHflKOBCKHiO 不等 

式. 


现在可以给出欧氏空间 F 内向量夹角的定义.对 F 内任意两个 

O , 卢） 


非零向量《，卢，由命题 1. 1， 




1^1 


,^> =arccos 


<1，所以可以定义 




I • 1浏， 


称之为 a 与 P 的 夹角. 注意这样定义的两向量的夹角总介于 0 与 7 T 
之间.零向量与其他向量的夹角认为是不确定的. 

如果 O , 卢 ） = 0,则称 a 与 P 正交 ，记做 a 丄卢.当 a / o , 卢#0时， 

这与 〈 a ，^〉= f 等价.显然，零向量与任意向量正交. 

下面举几个例子. 


例 


考虑实数域上 n 维向量空间『，对 


定义 


(< 2i ，( 2 2 ，… ， a „) ， (bi 9 b 2 ，•••，&)， 


O , 卢） = aibi + a 2 b 2 -\ - \~ a n b n , 

显然，二元函数 UM ) 满足内积定义中的条件 ( i ) 〜 ( iii )， 于是『关于 
这个内积成一欧氏空间.我们 约定： 今后凡称 M ” 为欧氏空间时，其内 
积都是按上述法则定义的（除了有特别声明的情况而外). 
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我们知 道肥有 一组基 

£l = ( l ,0,*",0), 

e 2 =(0， l ， …，0)， 


e rt =(0,0,.", l ). 

显然有 Ie : I =1(7 = 1，2^"，/2)，即 ei ， e 2 ，•••，£„ 都是单位向量.另一方 
面，不难算出 （ e ,， e ,) = 0(/^7). 故这 w 个向量两两正交.上面两条性 
质可简记为 

( e t ，〜)=《"• 

在欧氏空间 IT 内，向量的长度和夹角可分别用公式表示 如下： 


<a,^> =arccos 


\ a \ =V a \+ a \-\ - \- a 2 n ； 

aibi-\-a 2 b 2 - -{-a n b n 


^a\+a\+-+a 2 n • b\+b\ + -+b 2 n 


而柯西-布尼雅可夫斯基不等式可具体写成 

\aibi+a 2 b 2 ~\ - \~a„b n | 


<V a\+a\-\ - Va\ • V b\+b\-\ - \-b 2 n . 

例 1.2 考虑闭区间 [ a ， 幻上全体实连续函数所组成的实数域 
上线性空间 C [ a ,^]. 对任意 /， gGC [ a 4]， 定义 

(/ ， g)= f(x)g(x)dx. 

J a 

二元函数 (/，#) 显然满足内积定义中的条件 ( i ) 与 ( ii ). 另一方面，显 
然有(/，/)>0.而当 

(/，/)= f 2 (x)dx = 0 

J a 

时，由定积分的知识知，在[〜幻内 / Cr ) = 0 .即/( I )为区间[〜幻上 
的零函数，从而是 C [ a ， 幻中的零向量.因而内积的三个条件均满足. 
于是 C [ a 4] 关于这个内积成一欧氏空间.在这欧氏空间内，柯西-布 
尼雅可夫斯基不等式可具体写成 


f (x)g(x)dx ^ a / f 2 (x)dx • a / g 2 (a:)dx. 
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例 1. 3 考查 M [ x ] n . 用两种方式在这个线性空间内定义 内积： 

( i ) 对任意 /，gG ，定义 

( f ， g )= f 

Jo 

内积条件 《)，（ ii ) 显然满足，且 (/，/)>0 .当 

(/，/)= f 2 ( t)dt = 0 

Jo 

时，在 [0,1] 内 f ( x )=0. f (: c ) 不恒等于零时其次数<〃，最多有 w — 1 
个根，故必定在 （ 一 于是 M [: c ]„ 关于上述内积成 
一欧氏空间. 

( ii ) 对任意 /， geRDrl ， 定义 

n 

(/， g )= ( k ) g ( k ). 

k=l 

二元函数 (/， g ) 显然满足内积条件 ( i ) 与 ( ii )， 且(/，/)>0.而当 

n 

(/,/)= = 0 

k=l 

时，有 /( l ) = /(2)^"=/( w ) = 0 •即 / O ) 有 w 个不同实根，而 / O ) 
不为零多项式时，其次数<〃一1，矛盾.故 / Ct ) e 0. 于是 RDrl 关于 
这个新内积也成为一个欧氏空间. 

对于实数域上的同一个线性空间 F ， 当我们用不同的方法来定 
义它的内积时，所得的欧氏空间认为是互不相同的. 

2. 有限维的欧氏空间 


设 F 是一个 w 维欧氏空间，而 

ei ， e 2 ，•••，£„ 

是它的一组基.令 

(£"£!) (ei,e 2 ) … （ £i,e ”） 

(e 29 e 1 ) (e 2 ,e 2 ) … （ e 2 ,e„) 

• • • 

• # • 

• # • 

(en^i) (e„ ， e 2 ) … （£„，£„) 

称 G 为内积 U ， p ) 在基 ei ， e 2 ，…，下的度 量矩阵 ，它实际上就是对 
称双线性函数 ( a ，^) 在这组基下的矩阵.因此，它必定是一个实对称 
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矩阵.而且有 

1) 根据内积的条件 ( iii )，（ a ， w 在任一组基下的度量矩阵都是 
正定矩阵； 

2) 如果在另一组基 Vi ， V 2, …， V n 下的度量矩阵为 G = 
((7:,7))),而 

(7 i ，72,… ， Vn 、= (£1 >£ 2 ，…， e n ) T ， 

则 G = T ' GT ， 即内积在不同基下的度量矩阵互相 合同； 

3) 内积可用其度量矩阵 

G= igij ) , gij = (£, ,£；) (i 9 j=l ,2,… ， n) 

表达 如下： 

n n 

(a ， = X r GY = 2 ^gijXiyj ， 

*=1 >=1 

其中 

a = x x e l + x 2 e 2 + ••• + x „ e n9 

l ^= yi ^ i + y2 ^ 2 -\ - \- y n e n . 

上面三条都是把第五章中关于双线性函数所获得的一般结论应 
用于内积 (《， p ) 这一特殊的双线性函数而得到的. 

现在我们给出有限维欧氏空间 V 中的类似于三维几何空间中 
的直角坐标系的一个重要概念.我们先证一个命题. 

命题 1.2 设欧氏空间 V 内 s 个非零向量，…，^两两正 
交，则它们线性无关. 

证若 

是 ^+々#2+…+ 々必 = 0， 

两边用〜(〗=1，2,…， s ) 作内积，有 

因故0:，印)7^0,即有 ki = 0. 这表明 a 19 a 29 ••- 9 a s 线性无关 .■ 
定义 〃维欧 氏空间7中〃个两两正交的单位向量 

£ i ，£2 ，•••，£” 

称为 V 的一组 标准正交基. 

由命题 1.2 知，标准正交基是 V 的一组基.显然， V 内〃个向量 
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£ i ，£ 2 ，•••，&是一组标准正交基，等价于 

(£ i 9 £ j)=dij (“户 1 ，2,…， ”） ， 

即等价于内积 ( a ，^) 在这组基下的度量矩阵是单位矩阵 £. 

上面例 1. 1中已给出 1 T 中的一组标准正交基. 

下面我们讨论有关标准正交基的几个问题. 

I . 标准正交基的存在性 
设 V 是 W 维欧氏空间，在 V 内任取一组基 

彡1，彡2，，..，夂， 

已知内积在这组基下的度量矩阵 G 是一个正定矩阵.由第五章命题 
4. 1知， G 合同于单位矩阵，即有实可逆矩阵: T ， 使 T f GT = E •令 

(£i ， e 2 , … ， e„) = (H, … ， $ n )T ， 

则 O ，/?) 在基 e :， e 2 ，…， e „ 下的度量矩阵为£，从而 h ， e 2 , …， e „ 是 F 
的一组标准正交基.这证明任一有限维欧氏空间都存在标准正交基. 
I . 两组标准正交基间的过渡矩阵 

定义设 R 上一个 w 阶方阵 T 满足 

TT = E ， 

亦即 r 二了- 1 ，则称: r 为正交 矩阵. 

显然，定义中的 TT=E 也可换成 7 T ' = E . 

例如二维几何平面上两个直角坐标系的坐标变换矩阵 

~cosd —— sin ^" 

T = • 

-sin 汐 cosff - 

就满足: r : r =£ ，所以这是一个二阶正交矩阵.对一般有限维欧氏空 
间，我们有与此相应的结论. 

命题 1.3 在《维欧氏空间 v 内给定一组标准正交基 


£i ， e 2 , … ， e„, 

令 

(7 l ，％，… ，7«) = ( e l ， e 2 ，… ^ n)T , 

则仏，72,…，％是一组标准正交基的充分必要条件是：： r 是一个正 
交矩阵. 

证 必要性 若 7 i ，72, …，％ 与 £ i ， e 2 , …，£„都是标准正交基，则 
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U ，/?) 在这两组基下的度量矩阵都是£，而且它们 合同： tet = e ， 
即 T ' T =£ ，于是: T =： T - \ 即 T 为正交 矩阵. 

充分性 若 T 是正交矩阵，则 T 可逆，于是仏，7 2 ，•••，％也是^ 
的一组基. （ a ，^) 在这组基下的矩阵 G 与它在 £ l ， e 2 ，…，下的度量 
矩阵£ 合同： G = T f ET = T f T = E . 故％， V ”…， Vn 是 V 的一组标准 
正交基 .I 

命题 1.3 给出了正交矩阵的一个等价 定义： 正交矩阵就是标准 
正交基之间的过渡矩阵.下面再给出一个等价表述.设 

r^ll ^12 … ^ln I 


L^„l t n2 … t nn J 

把 T 的行向量组 


= ( t n ， t i 2 , …， t in ) (i = 1,2，•••，”） 

看做欧氏空间 IT 中的向量组，按中内积的定义(对应坐标相乘后 
连加 ） ，TT = E 用矩阵 T 的元素具体写出来是 

匕1~_1 + t i2 t + …+ t in tj n = , 

它等价于 U ， a ,)=^， 于是 ai ， a 2 ，… ，〜是 『内一组标准正交基.如 
把 T 的列向量组 写出： 





2i 


\-t ni J 



把它们也看做中向量组，则 VT=E 等价于 

(A ， A) = hi^ij + + ••• + t m t n j = di” 

即 A ，仏，…，沭也是『中的一组标准正交基.把上面的讨论综合起 
来，得如下 命题： 

命题 1.4 实数域上的〃阶方阵: r 是正交矩阵的充分必要条件 
是下面各条件之一成立： （ i ) r = T - l ；( ii ) T r T = E；(iiO TV = E ； 
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( iv ) T 为 n 维欧氏空间 V 内两组标准正交基间的过渡 矩阵； （ v ) T 
的行向量组为欧氏空间『的一组标准正交基； （ vi ) T 的列向量组为 
欧氏空间 1 T 的一组标准正交基. 

I . 标准正交基的求法 

下面我们介绍具体寻求欧氏空间 V 的标准正交基的办法，这个 


方法通常称为 施密特 ( Schmidt ) 正交化方法. 


我们把问题提的更一般 一些： 给定 V 中一个线性无关的向量组 



( I ) 

要求作出一个新向量组 


£ i ，£ 2 , … 

⑴ 

满足如下两个 条件： 



( i ) L(ei , ••• , e t ) = L(aj , ••• , a t ) (i = l , 5 ); 

( ii ) &，£ 2 ,…， e s 两两 正交. 

向量组 ( I ) 可用如下办法给出 


= a l ， 

^2 = a 2 — 


( A ，。） 

( ei ， ei) £l 


C a 3 ，広 1 ) 

e3=a 「 — 


0 3 彳2) 

( e 2 , e 2 ) e2 


e i+l =a i+l 


( a t + l ， e l) — ( a t + l ， e 2) —…— ( a / + l ) 

(£1^1) £l (£2^2) £2 … （ a ， a) €i 


(q?5>€i) O s ， e 2 ) i) 

n (heW (e 2 ,e 2 ) £2 (h 〜产 1 . 

不难看出，上面构造出来的向量组£^£2,…， e , 具有所要求的 条件: 


(0 把上述等式右方带负号的项移到左端，即可看出向量组（ I ) 
的前/个向量^，…，^可由向量组( I )的前/个向量£:，•••，£,线性表 
示.反过来，因为£1=%，而 

£2 = a 2 — 7- \ £ 1 =a 2 — 7- \ a l 9 

(£"&) (£ i ，£ i ) 1 
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由此递推不难看出£1，…， e t 可由 a 19 — 9 a { 线性表示，于是两个向量 
组等价，即 

lAei ， … )=1X0^ ， … ， a t ) (/ = 1 ， 2，•••，：?）• 

因为 A ，…，线性无关，从上式可知 A ，…， e t 也线性无关，因而其中 
不会出现零向量，故 ( e t ， e t )#0. 在上面的各公式中用 ( e t ， e t ) 作分母是 
有意义的. 

( ii ) 显然有 

(^2 > e i) = ( a 2 ， e i) —( £ 2 J) “1 ， ei) = 0. 

假设，•••，£,两两正交，则对•，有 


( e * + l ， Q ) = 



( a i+l 


( Q ， e 々） 





故 £ l +1 与每个 £”£2，•••，£, 正交，从而£1，£2，•••，€两两 正交. 

如果在 F 中任取一组基 A ， a 2 , …，〜，利用施密特正交化方法求 
得与之等价的向量组“ …乂 ，这是 V 的一组基，两两正交.只要 
把每个向量 e ; 单位化之后，即得 F 的一组标准正交基. 

例 1.4 在欧氏空间粑中取定一组基 


。1= (1 ，1 ，0,0) ; a 2 = (1 ，0，1，0); 

^3 = ( _ 1，0,0，1); “4 = (1， 一 1， 一 1)1). 
把它们正 交化： 


^i = a i = (1，1，0,0)， 


^2 = a 2 一 


0 2 ， ei ) 

(4， ei ) 


ei 



e 3 = ^3 — 


(^3^ i ) / 

oi ，#) 1 


(4,4) 2 



e [= a A — 


0’ i ， ei) £l 


(>4,4) , 

(^4) 62 


<>4,4) , 

(4,4) 3 


=(1 ，一 1 ，一 1 ， 1). 
再把每个向量单位化，得 
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£3== TST e ^i 9 

__ i _ ,_(丄_丄_丄丄1 

e4= RT e4= im ， T). 

这就得到 R 4 内的一组标准正交基.如以它们为列向量(或行向量)排 
成一个四阶方阵 


V 2 




Vl 2 




T = 




0 



0 0 



Vl2 

3 

Vl2 




那么，按命题 i . 4,这是一个正交矩阵，: r : r =: r : r =£. 
例 1 . 5 在 m [^] 4 内定义内积 

(// ( t ) g ( t ) dt 9 

Jo 

使之成一欧氏空间.给定线性无关向量组 

1 ， X 、 X 2 f 

把它正 交化： 


1 ~ 1 > 
e f 2 = x — 


(4,4) 



㈠ -聽卜 


(工 2 ,4) , 

(4,4) 62 


= x 2 — x +-^. 

于是得到 R [: r ] 4 中与之等价的两两正交向量组 
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x 


— x 2 —x +—. 


应当指出，如果向量组 a 19 a 29 — 9 a s 已经两两正交，那么按上述 
正交化方法把它正交化的结果是得到同一个向量组，因为 


= 辽 1 ， 
e 2 = a 2 一 


( e l ， e l) 



IV . 在标准正交基下内积的计算公式 
设 F 中取定一组标准正交基 


£i >£2 

(e t 9 €j)=^j (“ 卢 ]^，…，”）. 

命 

a=xiei+x 2 e 2 + •••+x„e n 9 

P = y \^\+ y 2^2~\ - \- y n e n - 

则有 

n n n n 

(ei.e^Xiyj = 2 2 A 

i = l 7=1 i = l )=1 

= + x 2 y 2 + … + oc n y n . 

因此，在标准正交基下内积恰好等于两个向量的对应坐标相乘再相 
加.这与三维几何空间中向量内积(点乘)在直角坐标系下的计算公 
式相符. 

3. 正交补 

设 F 是一个 w 维欧氏空间， M 是它的一个子空间，易知 M 关于 
^的内积也成一欧氏空间.定义 F 的一个子集 

%丄=恤€7|对一切0€馗有(>，/?) = 0}， 

称 M 丄为 M 的正交补.显然，关于 V 中向量的加法以及数乘运算 
是封闭的，故 Mi 也是 V 的子空间. 

命题 1.5 设“是〃维欧氏空间 V 的一个子空间，则 F 可分解 
为 M 与的直和 
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V = M @ M ± . 

证 设 aGMflM - 1 , 由正交补的定义，有 O , a ) = 0. 所以 a = 0 . 
这说明 Aff | Afi ={0}， 即 M + Afi 是直和.取 Af 的一组标准正交基 
ei ，… ， e r ，先把它扩充为 F 的 一 组基 £i ,£ 2 > ••• ， e r ， a r +1 ，… ， a n ，再运用 
施密特正交化方法把它正交化再单位化，得出 V 的一组标准正交 
基，因^，…， G 为两两正交的单位向量，保持不动，故所得 V 的标准 
正交基为 £ i ， …， e r ， e r +1 ，…， e n . 显然 e r +1 ，…， e n 均与 M 中所有向量正 
交（因为它们与 Af 的一组基 ei ,-, e r 正交），故 匕 +1 ，…， bGAT 1 . 于 
是 

V = 厶 （ q ，…， e r ) + L ( e r+1 ,-" ,£„) ^ M + V , 

由此得 V = M + Afi ， 亦即 V = M @ M ± . I 

推论 w 维欧氏空间 V 中任一两两正交单位向量组 

都可扩充成 V 的一组标准正交基. 

证 命 MsZXeuQ ， …， e s ) ，则 V = M @ M 1 -. 再在 Af 丄内取一组 
标准正交基 e s +1 ，… A ， 则 

£ i ， …， e s ， q + i ，•••，£” 

是 F 内一个两两正交的单位向量组，即为 V 的一组标准正交基. | 
最后，我们简单介绍一下欧氏空间的同构概念. 

定义设 V 19 V 2 是两个欧氏空间.如果存在 K 到的一个映 
射 a ， 满足如下 条件： 

( i ) J 是 R 到 K 的线性空间同构映射（即 a{a + P )= a ( a ) 
+ (7 (/?)，oUzcd =魴(《)，且 a 是 R 到 V 2 的——对 应）； 

( ii ) J 保持内积关系，即对任意，有 

OO) ,<r(^)) = (a,^) , 

则称 〃 为欧氏空间 R 到欧氏空间 的同构映射. 此时称 K 与 

同构. 

同构的欧氏空间具有相同的代数性质和度量性质.如果其中一 
个是有限维的，那么另一个也一定是有限维的，且两者维数相同.对 
中一向量组 Q ，…， kaUO ，…， < j ( e s ) 为中一向量组.因为 
( e ,， e ，) = 0( e ,)，< j ( e 7 ))， 故若，…， e s 为 W 中两两正交单位向量组， 
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则 ，< rO ,)) = (6 ，£,)=&，即 a (£ i ) , ，<7(£ 5 )为 F 2 中两两正交单 

位向量组.反之，若已知 a(Q)， …，^7(&)为 F 2 中两两正交单位向量 
组，那么，同样推知 A， …， t 为 Vl 中两两正交单位向量组.因此，在 a 
下， A 与 f 2 中的标准正交基是 一一 对应的. 

现在设 A， f 2 是两个 w 维欧氏空间.在 A 内取一组标准正交基 
e 19 e 29 - 9 e n 9 ^ V 2 内取一组标准正交基 e; ，4，…， <. 定义 A 到 F 2 
的映射〃如下•.若 

a = ai£i+a 2 £2 + 

则令 

a(a) =aie[ +a 2 S2 + … +a„e “ 

容易验证，〃是 R 到 F 2 的欧氏空间同构映射(具体验证留给读者作 
为练习）.因此，对于有限维的欧氏空间来说，只要维数相同就彼此同 

构. 

现设 F 为 W 维欧氏空间， Q ，…，&为其一组标准正交基.对任意 
«^7，设 a= ^，… ，e„)X， 定义 a ( a ) = X . 在第四章§3已知 a 为 F 

到 1 T 的线性空间同构.按照 F 中内积在标准正交基下的计算公式 
及 JT 中内积的定义，我们有(《，/?) = &(«)，(7(/?))，即(7为7到『 
的欧氏空间同构. 


习题 一 

1. 设 A 是〃阶正定矩阵.在 1 T 中定义二元函数(《，/?)如 下：若 

a= ( xi ，工 2 ，… ，工 ”），/?= (^i ，: y 2 ，…，: y ”） ， 

则令 

0，/?)=«部’. 

证明： 

(1) («，/?)满足内积条件 ( i ) 〜 ( iii )， 从而 K ” 关于这个内积也成 
一欧氏 空间； 

(2) 写出这个欧氏空间的柯西-布尼雅可夫斯基不等式. 

2. 在 M „( R ) 中考虑全体 w 阶对称矩阵所成的子空间 F . 在 F 中 
定义二元函数 如下： 


( A 9 B )= Tr ( AB ). 
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证明： 这个函数满足内积条件，从而 F 关于它成一欧氏空间. 

3. 在欧氏空间 BT 中求向量《，/?的 夹角： 

(1) a =(2， l ，3,2)， 卢=(1，2，一2，1); 

(2) «=(1，2,2,3)，/?=(3, 1,5,1); 

(3) «=(1,1,1,2), /?=(3,1,-1,0). 

4. 证明： 在欧氏空间中两向量《，/?正交的充分必要条 件是： 对 
任意实数^有 

|a|. 

5. 在欧氏空间 F 内证 明： 

(1) | a +/?|<| a | + |/?|; 

(2) 令 d ( a ，/?)= |«—/?|，则 

6. 在欧氏空间 K 4 中求一单位向量与 

«= (1 ，1 ， 一1 ，1)，/?= (1，一1，一1，1)，7= (2，1 ，1 ，3) 

正交. 

7. 设％，《 2 ，…，〜是欧氏空间 F 的一组基， 证明： 

(1) 若(/?，叫）= 0 (/ = 1，2,…，”），则/?=0; 

(2) ^ 1 (/? 1 ,a l ) = (/?2)« t ) G = 1 ， 2,… ， ” ），则 /?i = /?2. 

8. 设 £1 ， £2 ，£ 3 是三维欧氏空间中一组标准正交基，证 明： 

7 1 = ^~(2 ei + 2 e 2 — e 3 ) ， 

72 = ^"(2 ei — e 2 + 2 e 3 ) > 

▽3 = 了 ( e l — 2^2 — 2^3 ) 

也是一组标准正交基. 

9•设 ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 ， e 5 是5维欧氏空间 F 的一组标准正交基，而 

ai = ei + e 5 ， a z = — S2 + S4 ， ^3 ~ 2^i ~h £2 H - ^3 > 

求的一组标准正交基. 

10. 求齐次线性方程组 

12x x +x 2 —x 3 +j: 4 — 3x 5 = 0, 

I x l J rx 1 — x z + x 5 = 0 
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的解空间(作为欧氏空间 K 5 的子空间）的一组标准正交基. 

11. 考虑欧氏空间 C [一 7t ， 7t] (参看本节例1.2)，在其中给定向 

量组 

1 ， cosxy sirLr， cos2*r， sin2*r， •••， cosnxy sinnx. 

证明： 

( 1 ) 这个向量组的向量两两正交； 

(2) 求这个向量组生成的子空间 M 的一组标准正交基. 

12. 在 K |>] 4 中定义内积 

(/，《）= 

J —1 

试求出它的一组标准正交基. 

13. 在欧氏空间 BT 内给定向量组^，^，^，利用施密特正交化 
方法先把它正交化，再单位化. 

(1) «1 = (1 ,2, — 1 ,0) ； a 2 = (1 ，一1 ，1 ，1); 

a 3 =( — l ，2， l ， l ). 


(2) «i = (2,1,0,1) ； «2= (0,1,2,2) ; 

C _ 2，1，1，2). 


14. 用本节例 1. 3 在 ! RDr ] 3 内所定义的两种内积将向量组 
1 ,^, x 2 正交化再单位化，使分别成为两种欧氏空间的标准正交基. 

15. 设力，0： 2 ，" •，仏 是欧氏空间 F 内一个向量组，令 


D = 





(o ： l9 a 2 ) … 

Ol ， A) 

0 2 ， a 2) … 

• 

• 

0 2 ，义 ) 

• 

• 

W 

• 

… 

W 

• 

(o ： s9 a s ) 


证明： q ， a 2 ，." 


a s 线性无关的充分必要条件是 detCD ) 关 0. 


16. 给定两个四维向量 









求作一个四阶正交矩阵: T ， 以作为它的前两个列向量. 
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17. 证明： 实上三角矩阵为正交矩阵时，必为对角矩阵，且对角 
线上的元素为 ±1. 

18•设 A 是一个 W 阶实方阵， | A | 关 0. 证明 A 可分解为一个正 
交矩阵 Q 和一个上三角矩阵 



T = 



(^,>0,^ = 1 ,2, ••• ,w) 


的 乘积： 并证明这种分解是唯一的. 

19. 设 A 是 n 阶正定矩阵，证明存在一个上三角矩阵: r，$A = 

TT . 

20. 设/(«)是 W 维欧氏空间 F 内的一个线性函数，证明在 F 内 
存在一个固定向量/?，使对一切有 

/(a) = (a,/?). 

21. 设 M 是欧氏空间 V 的一个子空间.对任意 aeV 9 a + M 称 
为 F 内一个线性 流形. 对任意向量/? 一 <?，当 f 取 《 + M 内一 
切向量时，其长度 I /? 一 fl 的最小值称为到线性流形 《+ M 的 距离. 
若 

— « = A + A (A G A /,/? 2 G M 丄）. 

证明到 a + M 的距离等于爲的长度|/? 2 1. 

22. 在欧氏空间 F 内给定两个子空间 M ， iV ， 又设《，/?是 F 内 
两个向量.令 

d = min{ f | G a + 6 /^ + N} 9 

d 称为 a -\~ M 9 之间 的距离 .设 

— « = /?i + /?2 (A 6 M + iV ，/? 2 G (M + AO 丄). 

证明扣 |/?2 |. 

23. 在实数域上线性空间 M [ x ]„ +1 内定义 内积： 若 f ( x ) ， g ( x ) 
G ®[*3：] n + l ，令 

厂 1 

(/(:)，《(：））= f { x ) g { x ) Ax , 

J _ 1 

则 ! R [ xl +1 成为一欧氏 空间. 证明下面的 Legendre 多项式 
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尸 0 O ) = 1， 

P k {x) = - 1) 々 ](k = 1 ,n) 

是 R [工]„ +1 的一组正交基. 

24. 证明 Legendre 多项式 PkOo ) 为 * 2 ： 的々次多项式.若 

P k (x) = a 0 sc k + a〆 -1 + …+ 〜 

求出 A ( x ) 的一个递推公式. 

25. 在欧氏空间 R 2 ” 中求下列齐次线性方程组 

工1 — 工2 + 工3 —工4 + ••• + 工2«_1 — SC 2n = 0 

的解空间的一组标准正交基. 

§2欧几里得空间中的特殊线性变换 

本节的内容是讨论欧氏空间中与度量紧密相关的线性变换，即 
正交变换与对称变换. 

1. 正交变换 

定义 设 F 是〃维欧氏空间， A 是 F 内的一个线性变换.如果 
对任意都有 

(Aa,A/?) = («,/?) , 

则称 ASF 内的一 个正交变换. 

对 F 内任意线性变换 A ， 定义 F 内二元函数 

/(>，/?) = (Aa,A/?). 

我 们有： 

(i) f(kia 1 +k 2 a 29 fi) = {Aiki^+kzCXz) ,A/?) 

= CkiAa 1 + k 2 Aa 2 , AI 3) 

=ki (Aai ,A/?) +k 2 (Aa 2 ， A/?) 

= kif(a 1 ， /?)+ 々 2 /( 。 2 ，/?) ; 

(ii) /(/?,a) = (A/?,Aa) = (Aa,A/?) =/(«,/?). 

由此立知 /(«，/?) 为 F 内对称双线性函数.在 F 内取定一组基 
£1，£2，...，£„，设 
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a = (e 2 9 e 29 ••- 9 e n )X 9 /? = (e! ， e 2 ， … ， e„)r. 

又设 A 在此组基下的矩阵为 

(Ae 1 ,Ae 2 )***)Ae n ) = (£j ,e 2 , ••- 9 e n )A. 

在第四章命题 3. 8 已指出 

Aa = (Si ,e 2 , ••• ,e n )AX , 

A /? = ( e !， e 2 , …， e „ Mr . 

如设基 £ i , e 2 的度量矩阵为 G .， 则 

(«，/?)= X f GY. 

/(a,/?) = (AXYGCAY) = X f {A'GA)Y. 

于是我们有(参看第五章命题 1. 1 的推论） 

A 为正交变换 ㈡ /( a ，/?) 三 （ a ，/?) ㈡ = 由此立即推出 
下面三条 结论： 

1) 如果 £ i ， e 2 ，•••，£„为标准正交基，则 （?==£ ，于是 A'A = Ey ^ 
A 为正交矩阵，故 

A 为正交变换在标准正交基下的矩阵 A 为正交 矩阵； 

2) 如果 aa ， …，为标准正交基，而 

(Ae 1 ,Ae 2 )*** >Ae n ) = (e! ， e 2 ，…，， 

则由命题 1.3, 有 • 

A 为正交变换为正交矩阵 

^ Ae l 9 Ae 29 - 9 Ae n ^] V 的标准正 交基； 

3) 由第五章§1知对称双线性函数由其对应的二次型函数唯 
一决定，故我 们有： 

\Aa\ = |a|4=^>(Aa,Aa) = (a,a)4=^Q/(a) = (a,a) 

㈡ f \ a ， 心三 ( a ,/?)<^> A 为正交 变换. 

把上面三条综合起来，得到下面命题. 

命题 2. 1设 F 是〃维欧氏空间， A 是 F 内一个线性变换，则下 
列命题 等价： 

( i ) A 是正交 变换； 

( ii ) A 在标准正交基下的矩阵为正交 矩阵； 

( iii ) A 把 F 的标准正交基 ei ， e 2 ，… ，匕 变为标准正交基 Aq ， 
Ae 2 , … ,Ae„; 
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( iv ) 对任意 a ^ V , \ Aa \ = \ a \. 

上面命题中的四条中任一条都可以作为正交变换的定义. 

设 F 是一个〃维欧氏空间，命 OU ) 表示 F 中全体正交变换所 
成的集合.我们有 

命题 2. 2 OOz ) 具有如下 性质： 

( i ) EeO ( n )； 

go 若 a ， 忍 eooz )， 则 a 忍 eoh ); 

( iii ) 若 AGOOz )， 则 A 可逆，且 A - ieOOz ). 

证 （ i ) 是显然的.只证 ( ii ) 与 ( iii ). 

( ii ) 对任意有 

( ABa 9 AB /^) = ( A ( Ba ) , A (^/?)) = = ( a ，/?). 

故是正交 变换. 

( iii ) 正交变换 A 在任一组标准正交基下的矩阵都是正交矩阵， 
而正交矩阵都可逆，故 A 也可逆.对任意有 

( a 9 /3) = ( Ea 9 Efi ) = ( A ( A ~ 1 a ) , A ( A -1 /?)) = ( A -1 a , A -1 /?) , 

即 A - 1 是一正交变换. ■ 

由命题 2. 2立即 知道： 两个正交矩阵的乘积还是正交矩阵，正 
交矩阵的逆矩阵也是正交矩阵.另外，若 A 为正交矩阵，由 A f A = E 
立知 | WA | = | A | 2 = |£|=1，即 A 的行列式如果 A 是一 
个正交变换，则 A 在 F 的标准正交基下矩阵的行列式为±1 ， 由于 A 
在不同基下矩阵相似;相似矩阵的行列式相同，故 A 在任一组基下 
的矩阵行列式或为1，或为一 1.如果 A 在任一组基下矩阵行列式为 
1，则 A 称为第 一类正交变换 或称为 F 内一个 旋转. 如果 A 在任一组 
基下矩阵的行列式为一 1，则 A 称为第二 类正交变换. 

下面来讨论正交变换的特征值. 

为了下面的讨论需要，对一个 C 上 mXrz 矩阵 A ， 用记号 五表示 
对 A 的每个元素取复共轭.显然，若 5 eM „，,( C )， 那么，按复共轭运 
算法则，有^=互 •万. 

命题 2. 3设 A 是一个 w 阶正交矩阵. 々是 A 的特征多项式 
/( A ) = | A £— 川的一个根，则 | A q |=1. 

证 由已知 A 可逆，故2。#0(因|0»五一 A | = | — A |#0) .齐次 
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线性方程组 ( A Q £ —= 0 在 C n 内有一非零解向量 X 。，于是 AX 。 

= A Q X Q ， 两边取复共轭再转置，得瓦义=1。瓦 G 4 为实矩阵 ， Z = 

但故得 


x [ = \ x[a ==^ X ， 0 A = 

上面右式两边右乘 X 。，利用= A Q X Q ，得 


lx f 0 

义0 


f X ； x 0 = X^x' 




A 0 X ； X 0 


现设 


X 0 


工 1 
工 2 


# 0, 


则 


X’ 0 X 0 = ( 王 1 ，王 2，"•，^ J 


工1 
工2 


I 工11 


2 


工 2 | 2 + 


• • • 



I 工《 1 2 # 0 


于是立得 A 。• 2。= 1，即|々 I =1. I 

因为正交变换 A 是实数域上线性空间内的线性变换，其特征值 
(如果有的话)只能为实数，按命题 2. 3,可知有 
推论1正交变换的特征值只能是 ±1. 

推论2奇数维欧氏空间 F 内的第一类正交变换 A 必有一特征 
值1，从而存在 F 内非零向量 e ， 使 Ae = e . 

证 A 在 F 的一组标准正交基下的矩阵为正交矩阵 A ， 由命题 
2. 3知 A 的特征多项式 /( A ) 的复根 A 。 满足 A 。• I Q = 1 .因 /( A ) 为实 
系数多项式，由第一章命题 2. 4，其复根必成对出现，即 / U ) 恰有偶 
数个非实根，两两乘积为1.根据方程根与系数的关系（第一章命题 
2. 3) 及第四章命题 4. 2，/ U ) 的所有根连乘等于 | A | =1. 于是 /( A ) 
的实根(都为 ±1) 连乘等于1，而 / G ) 为奇次多项式，故其实根为奇 
数个，连乘等于1，其中必有一个为 1. I 
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比较两边的实部和虚部，即得 

(AU = cos<p • U —— sin^ • W ^ 

\AW = sin^ • U + cos^ • W. 

于是 

A7i= (£ ly e 29 *** 

=(£i 9 £ 29 — 9 e n )(cos<pU — sin^pW) 

= cosp(e”e 2 , … ， e„)U — sin^Cej ,e 2 , 9 e n )W 
=cos(p • 7i — sin^p • rj z ； 

Ar/ 2 = (s 19 e 2 , ••• 9 e n )AW 

= (£”£ 2 , …， ej(sinp" + cosp^O 


=sin^ (e"e 2 , … ， ejt/ + cos<p (A ， e 2 ，…， eJW 
= sin ^ • 7 i + cosp • 7 2 . 


( ii ) 下面证仏，％为互相正交的单位向量，即 (7 i ，7 i ) = (7 2 ,72) = 
1，（7 1 ，72) = 0，根据7的内积在标准正交基，…，下的计算公 
式，这只要证是欧氏空间 K n 内的正交单位向量即可.由于 


，两边左乘^4 / 得义。==心1 / 叉。，又由々.1。= 1，推 
知 A ' Xo = A 0 Xo , 两边左乘，得 


X^^Xo = A 0 X ； X 0 


( 1 ) 


现在再把原式 ^4 X 0 = A 0 Xo 两边取转置，得=2。尤，两边右 


乘 X 。得 


X ；^ x 0 = A 0 X ； X 0 . 


( 2 ) 


比较（1)，（2)两式，得 = 因为 ^^ cospfisinp^.fe 

以 0 = 0,即 

(XJ' + iWKU + iWO = ITU — W'W + i(U f W + W'U) = 0 


U，U — W'W = 0 , U f W + W'U = 0 . 

于是，作为欧氏空间 M” 中向量，有 

oj ， u) = u r u = l , (mo = w f w = vu = 1 . 

因为 ^^=07，^0 = 0^，(7)=1^’(7，故由 W + W = 0 立即推 
知 ( w )= o . 

这表明为『中两个正交单位向量，从而 Vl ， V 2 为 F 中两 
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个正交单位向量. | 


命题 2. 5设 A 是 n 维欧氏空间 F 内的正交变换.如果 M 是 A 
的不变子空间，则 M 1 也是 A 的不变子空间. 

证 因为 F = M ㊉ M 1 . 在 M 和内分别取一组标准正交基 
，…， e r ; e r +1 ，…， e „ ，合并后为 F 内 w 个两两正交单位向量，即为 V 
的一组标准正 交基. 按命题 2. 1 Me ! ，… ， Ae r ， Ae r +1 ，…，也是 F 的 
一组标准正交基.因 A | m 为 M 的正交变换，故同理，… ， Ae r 为 M 
的一组标准正交基.现在与每个 Ae l , ••• , Ae r 正交，故 Ae r+J G 
M 丄(_/=1，2 ,…， w — r ). 对任一 有 a = 々 r +1 e r+1 十…，故 

Aa = 々 r +1 Ae r+1 十…十这表明 AT 1 是 A 的不变子空间 .■ 
下面我们可以证明关于正交变换的基本结果了. 


定理 2.1 设 A 是 n 维欧氏空间 F 内的正交变换，则在 F 内存 
在一组标准正交基，使 A 在该组基下的矩阵成如下准对 角形： 



^2 


0 

S , 


0 


5zJ 


其中入=±1(/ = 1，2,…，々 ） ，而 



cos 朽 
■sin 仍 


— sin 灼一 

I 

COS<Pj △ 


(ft ^ kTZ , j = 1,2,•••,/). 


证 对 n 作数学归纳法. 

当 n = l 时, A 在 F 的任一组基（可取为一个单位向量，即 F 的 
一 标准正交基)下的矩阵为一阶实方阵 U u ) ，而 | A | = a n = ± 1， 
定理成立. 

当„ = 2时，若 A 有一特征值々，则 A 1 = ± l .取 A 相对应的单位 
特征向量 A ，令 M = L ( ei ) ，则 M 1 为一维子空间，且为 A 的不变子空 
间，在 AT 1 内任取一单位向量 e 2 ， 则 Ae 2 = A 2 e 2 ， A 2 = ± 1 ， 现 £i ， e 2 为 V 
的一组标准正交基，在此基下 A 的矩阵为 
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若 A 无特征值，则 A 在 F 的一组标准正交基下的矩阵为二阶正 
交矩阵，其特征多项式 /(A) 有一复根 Ao = e _ip ， 那么由命题 2. 4 ， V 内 
存在一组标准正交基，使 A 在该组基下的矩阵为 



cos^ 
■ sinp 


— sin<p" 
cos^p- 


下面设对维数 <n 的欧氏空间内的正交变换命题已成立 . 当 A 
为 n 维欧氏空间 F 内的正交变换时，分两种情况讨论 . 

(i) 若 A 有一特征值 A ，则 A = ± 1. 找出与 A 对应的单位特征 
向量 e! : Asi = Xie l ，^ | =1 •令 ，贝 !j M 1 为 A 的 w — 1 维不变 

子空间， A| m i 为内正交变换，按归纳假设，在 Mi 内存在一组标 
准正交基 e 2 ， … ， g ， A 在此组基下的矩阵 A 具有定理所要求的准对 
角形 . 现 e 19 e 29 -,e n ^V 的标准正交基，在此基下 A 的矩阵为 


0 _ 

-0 


已符合定理要求 . 

(ii) 若 A 无特征值，则此时 A 在 F 的任一组标准正交基下的矩 
阵为正交矩阵 A ， 它有一复根 eKkiO. 按命题 2. 4 ， F 内存在正 
交单位向量 7 i ， 72 ， M=L( 7 i ， 72 ) ， M 为 A 的不变子空间 ， A | M 在标准 
正交基仍，％下的矩阵为 



cos<p 

-sin^ 


—— sin^" 
cos<p- 




现在 M 1 为 A 的 n — 2 维不变子空间 , A I M i 为 M 1 内正交变换，按归 
纳假设，在 Mi 内存在一组标准正交基 q ， … ， ^- 2 ，使 A | mi 在此组基 
下的矩阵义满足定理要求 . 现在 ei ， … ， e„_ 2 , 7l ， 7 2 为 F 的一组标准 
正交基， A 在此组基下的矩阵为 



0 _ 

S. 


已符合定理要求 . ■ 

我们已经知道三维几何空间是实数域上的 3 维线性空间，向量 
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的点乘6是其内积，关于此内积它成为3维欧氏空间.根据命题 
2.3 的推论2,三维几何空间的旋转 A 必有一特征值 1 = 1. 根据定 
理 2. 1，在三维几何空间中存在一组标准正交基^，^，^，使乂在此 
组基下的矩阵为下列三种矩阵之一(注意它们的行列式为 1) 



■1 

0 

0_ 


"1 

0 

(T 

E = 

0 

1 

0 

， F = 

0 

- 1 

0 


- 0 

0 

1- 


-0 

0 

一 1- 


"1 0 0 " 

J = 0 cos<p —— sinp . 

、 -0 sin^ cos<p- 

于是三维几何空间的旋转 A ， 或为恒等变换五，或为绕某一转动轴 
(由 7 i 决定的直线)沿反时针方向旋转角或 < pdhO 魚. 


2. 对称变换 

现在研究 n 维欧氏空间 F 内另一类重要的线性变换. 

定义 设 A 是〃维欧氏空间 F 内的一个线性变换，如果对 F 中 
任意向量《，义都有 

(Aa 9 ^) = (a 9 Afi ) , 

则称 A 为 F 内一 个对称变换. 

对 V 内任意线性变换 A ， 定义 

= (如，/?)， 

g(a 9 ^) = (a 9 Afi). 

在 V 内取一组基 ex ， e 2 ，… ， e „ ，设其度量矩阵为 G ，又设 

a = (e”e 2 ，...，d ^ = (e”e 2 , … ， e„)y; 

( Ae 1 , Ae 2 >***> Ae „) = ( e !， e 2 ，…， e „ M . 

那么，我们有 

Aa = (e 19 £ 29 -- ,e n )AX 9 A/3 = (sj ,e 2 , — ,e„)A7 ； 

= (Aa ， /3) = (AXYGY = X'iA'OY, 
g(a 9 /3) = (a,A/3) = X f G(AY) = X f (GA)Y. 

于是(参看第五章命题 1. 1 的推论） 
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A 为对称变换 <=^ f ( a 9 /3) = g ( a 9 fi ) 

㈡X， (^OY = X f (GA)Y^>A f G = GA. 


如果 ei ， e 2 ，…，^为标准正交基，则其度量矩阵 G = £ ，故 A 为对 
称变换 

命题 2. 6 n 维欧氏空间 F 内的线性变换 A 是对称变换的充分 
必要条件是4在标准正交基下的矩阵是实对称矩阵. 

命题 2. 6说明，当取定 F 的一组标准正交基之后， F 中的全体 
对称变换所成的集合和 n 阶实对称矩阵所成的集合之间就可以建立 
起 一一 对应的关系.因而，在研究对称变换时可以利用实对称矩阵的 
性质; 反之，研究实对称矩阵时也可以利用对称变换的结果，这两者 
相辅相成. 


我们 证明： 对 n 维欧氏空间 F 内的一个对称变换 A ， 我们一定 
可以找出一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵成对角形.这就 
是对称变换的基本定理. 

命题 2. 7 实对称矩阵 A 的特征多项式的根都是实数. 

证 A 的特征多项式 /U)=U£ — A| 在复数域内的任一根设 
为 V 我们证明々必为实数. 

设 X 为复的 n 维列向量， X 关0,满足 


AX = A 0 X. 

两边取复共辄，再取转置.因为有 

X f A = X 0 X f . 


两边以 X 右乘，得 

X f AX = X 0 X f X. 

再 以万左 乘等式(3)，得 

X , AX = X 0 X f X. 


比较 (4) 与(5)，得 

Ao^X-Ao^X. 

因为万 X 是 X 分量的模的平方和，即 

X' X= | 2 十 |： c 2 1 2 +…十 |： c „ | 2 ， 

而 X 关0,故关0.由 （6) 式即得 Afl 。， 于是， A q 为实数. 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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推论 欧氏空间 V 内任一对称变换 A 至少有一个特征值. 

证 A 在某一组标准正交基下的矩阵 A 为实对称矩阵，由命题 
2. 7知， A 的特征多项式的根全是实数，因而全是 A 的特征值.故 A 
至少有一个特征值. | 

命题 2. 8 设 A 是欧氏空间 V 内的一个对称变换，则 A 的对应 
于不同特征值 A 1? A 2 的特征向量 U 2 互相正交. 

证 根据命题的条件，^关心，且 

A 彡 1==H ， A^2 = ^2^2 > 

于是 Al (U 2 ) = (A<fi ， <? 2 ) = (<? 1 ， 2 )=A 2 (<fi 

移得项， 

d —4)(4 ， 彡 2 ) = 0. 

因 A — 々/ o , 故 ( U 2 )= o . I 

命题 2.9 设 A 是 n 维欧氏空间 V 内的对称变换，若 M 是 A 的 
不变子空间，则也是 A 的不变子空间. 

证 任给因 ^ eM ， 我们有 

0 = ( Aa 9 /3) = ( a ， Afi ) ， 

上式表明，故也是 A 的不变子空间. 

定理 2. 2设 A 是72维欧氏空间 F 内的一个对称变换，则在 F 
内存在一组标准正交基，使 A 在此组基下的矩阵成对角形. 

证 对 F 的维数 n 作数学归纳法. 

当 n = l 时命题是显然的.现设命题对 n — 1维的欧氏空间成立， 
证明它对 n 维欧氏空间也成立. 

从命题 2. 7的推论知 ： A 在 F 内必有一特 征值乜 设对应于 A 
的单位特征向量为 7 i ， 即 

Atj\ = XiTh , (7"7i) = l. 

现在令 M = L (7 i ). M 为 A 的一维不变子空间.按命题 2. 9， M X 为 A 
的 n -1 维不变子空间 . A 限制在 Mi 仍为对称变换.按归纳假设，在 
内存在一组标准正交基&，…，％，使 

Arji = (i = 2,3,… ， w). 

易知 Vi ， V2, …， Vn 为 V 的一组标准正交基，它们满足 
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Arj i = ^ 7 / { ({ = 1，2广、《)， 

故 a 在此组基下的矩阵成对角形. ■ 

‘推论设 A 是一个 n 阶实对称矩阵，则存在 n 阶正交矩阵: T ， 
使 

T- l AT = T f AT = D 

为对角矩阵. 

证把 A 看做 n 维欧氏空间 V 内一个对称变换 A 在标准正交 
基下的矩阵.从定理 2. 2知，在 V 内存在标准正交基仏， 
％，使 A 在这组基下的矩阵成对角形 D . 令 

(7 i ，72,…，7”）= ( e i ， e 2, …， G ) 了， 

则 T 为正交矩阵，且 T — | 

定理 2. 3 给定 w 个未知量 A ，: c 2 , …，： c „ 的实二次型 

n n 

f = 2 ^ i a n x i x J ( a ij = ， 

i=l )=1 

则存在一个 n 阶正交矩阵 T ， 使在线性变数替换 X = TZ 下二次型化 
为标准形 

A 之?+义2之!十…+ Kzl , 

且 A ，七，…，1除了可能差一个排列次序外，是被/唯一确定的. 

证二次型/的矩阵(%)是一个实对称矩阵，根据定理 
2.2 的推论，存在正交矩阵: T ， 使 

A ~ 

A 2 

VAT = D = . 

♦ 

♦ 

# 

- V 

X=TZ 

而 / = X f AX —( TZYACTZ ) 

= Z f ( T f AT)Z = Z f DZ 
=Xiz\ +X 2 z\-] - h Kzl , 

其中…， 1 是矩阵 A 的全部特征值，除了排列次序可任意夕卜， 
是由/唯一确定的. | 

对一个实二次型 f = X f AX 作线性变数替换 X = 7 T ， 如果: T 是 
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一个正交矩阵，则称为 正交线性变数替换. 上面定理的意 思是： 每个 
实二次型都可经正交线性变数替换化为标准形，而且这样的标准形 
在不计排列次序的情况下是唯一的. 

3. 用正交矩阵化实对称矩阵成对角形 

给定《阶实对称矩阵我们已知存在^阶正交矩阵: T ， 使 
T - 1 A ： T=：TAT = D 成对角形.在许多理论和实际问题中，都需要把 
T 和 D 具体计算出来.本段的任务，是来阐明 T 和 D 的实际计算方 

法. 

我们把 A 看做 M 维欧氏空间 V 内一对称变换 A 在标准正交基 
^，^，…，^下的矩阵.设 A 的特征多项式 /( A )=| A £— A | 的全部互 
不相同的根(都是实数)是 A ，心，…， I 它们是 A 的全部特征值.因 

为 A 的矩阵可对角化，根据第四章定理 4. 2， 

V = %㊉ y A 2 ㊉…㊉ 

再根据命题 2. 8， h 与•关 ）） 的向量互相正交，这可简单表为 
( Va , F a ； )-0. 因此，只要^每个中取一组标准正交基(全由特征 
值为入的特征向量组成），合并后为 V 内 n 个两两正交的单位向量 
组，即为 F 的一组标准正交基，在此基下 A 的矩阵成对角形 D ， 而 T 
即为从，…，到此组基的过渡矩阵， T 的列向量组即为此组基 
的 w 个向量在 e l 9 e 29 — 9 e n 下的坐标. 

在第四章§ 4已指出求每个的一组基的方法，现在 ，.为 欧氏 
空间，只要把这组基正交化再单位化，就得的一组标准正交基，而 
我们需要的，只是这组标准正交基在…， G 下的坐标（它们构 
成了的一部分列向量). 

为了从理论上把问题说的更清楚一点，我们考查 V 到的映 
射 A 若《= Ol ，£ 2 ,…，则定义•前面已指出 <7是一欧 
氏空间同构. 

在第四章§ 4又指出，的充分必要条件是是齐 
次线性方程组 


(AjE — A)X = 0 
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的解向量.设上面齐次线性方程组的解空间为『的子空间 M v 则 。 
为&到.的欧氏空间同构，我们只要在(作为欧氏空间 nr 的子 
空间）中找一组标准正交基，那么 v 中以这组标准正交基为坐标(在 

下）的向量组即为的一组标准正交基，故 M Ai 内这 
组标准正交基即为： r 的列向量组的一部分(对应于特征值人). 

根据以上的分析，我们把： r 和 Z ) 的具体计算法归纳为以下几个 
步骤： 

1) 计算特征多项式 /( A ) = \ XE - A \ ，并求出它的全部根(两两 
不同者)…， 

2) 对每个人，求齐次线性方程组 U 五 一 A)X = 0 的一个基础解 
系 x n ， x t 2 ， … ， x itr 它们即为解空间.的一 组基； 

3) 在欧氏空间 IT 内将心，足 2 ，…， \. 正 交化： 


= 

= L ， 



广 2 : 

= x i2 — 

( 足 2 ，Dyr 

"(uy :. 1 ， 


广 3 = 

- x i3 — 

( 足 .3，Dyr 
" (Un) 11 — 

CX i 39 Y i2 )^ r 

- (u. 2 ) r/2 . 


再把所得的内单位化，得 M A ，的一组标准正交基 
乙 1 ， 乙 2,… ，乙 V 此时 

Vil = ( e i ， e 2 ，…，， 

7»2 ~ ， e 2 ，…， ) 乙2， 


Vit { = ( e l ， e 2 ，…， 

即为，.的一组标准正交基.而所寻求的正交矩阵 T 应为 ei ， e 2 ，…，^ 
mv 的如下标准正交基 


Vll ，7 l 2 ，… ， V \ t '， V 2\ ，々22，… ，72 f 2 ， …，％ 1，7是2，… ， Vkt k 

的过渡矩阵，其列向量组应为 

^11，之12，“* y ^ lt l J ^21 y ### ，乙61，乙62，"_ kt k * 

只要把上述向量(写成竖列形式）作为列向量依次排列，即得正交矩 
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阵: T ， 而此时相应的对角矩阵 D 应为 




例 2.1 给定实对称矩阵 



求正交矩阵: T ， 使 VAT 成对角形. 

解 G ) 求 A 的全部特征值. 

A — 1 — 1 1 

\ XE-A | = 1 ^ = ( A — l ) 3 ( A +3). 

—1 1 A — 1 

1-1-1 A 

故 A 的互不相同的特征值为 A 1 = l ， A 2 = — 3. 

( ii ) 求每个特征值对应的线性无关特征向量. 

当1 = 1时， 
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X\ - X 2 — 工 3 + 工 4 = 0 


移项，得 

Xi=X 2 +Xz—X A . 

基础解系为(此时向量改写为行的形式，下面作正交化时较为方便) 

Xu = (1 ，1，0， 0) ，叉 12 = ( 1，0，1， 0) ，，叉 13=( —1，0,0，1). 


当义2 = — 3时， 


X 2 E-A 


-3 

-1 

-1 

1 

-1 

— 3 

1 

-1 

-1 

1 

-3 

-1 

1 

-1 

-1 

1 

-3」 


-1 -1 -3 


0 

0 


0 


0 


Lo 0 0 0 」 

\oC\ OC2 工 3 3*2^4 = ~ 0 ， 




工2 



0C ^ — 

尤 3 + ^4 ~ 0 


0, 


它的基础解系是 


X 2 i = (1， 一 1，一 1，1乂 


( iii ) 把 X n ， X 12 ，不 3 正交 I 


<xi = X n = 

(1,1,0,0), 


'XT 

(义12，汉1) 

a l = A12 — 

(«!，«!> ^ 1 " 


= x u - 

(义13 ， a l ) 

«3 : 



，1，0 


(义13，汉2) 

(a 2 ， a 2 ) 


«2 


丄丄丄 


，1 


再把和 X 21 分别单位化 


VI 


a l 


«1 




2 


，0,0 


V 2 


a 2 


«2 





，o 


Vs 


a 3 


«3 


I Vu J Vu J Vu y Vui 


74 


X 


X 


21 



21 
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( iv ) 以为列向量组排成矩阵 


则有 




Vl2 





Vl2 


Vl2 




0 


0 


Vl2 




■1 

0 

VAT = D = 


0 

■0 


0 0 
1 0 
0 1 
0 0 


0 一 
0 
0 

一 3 - 


下面，我们讨论如何将上面所得的结果应用于实二次型 

n n 

aijXiXj iciij = aji). 

t=l >=1 

/ 的矩阵为•因:为对角矩阵，故二次型 / 在正交 
线性变数替换 x = tz 下化为标准形 

\xz\-\-X 2 z\-\ - \-Kzl. 


其计算步骤 如下： 

1) 写出二次型矩阵 A ; 

2) 求出正交矩阵: T ， 使:为对 角形； 

3) 做变数替换 X = TZ 后二次型化为标准形. 

例 2. 2给定实二次型 

f = 2 X \ X 2~\~ 2 X \ X-i — 2 X \ X ^ — 2«3：2«3：3 + 2 XzX ^-\- 2 x ^ x ^ 9 

用正交线性变数替换将它化为标准形. 

解 （ i ) 写出二次型矩阵 
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A 


0 


1 - 


1 一 


0 -1 

1 0 


— 1 


0」 


( ii ) 求正交矩阵: T ， 使 VAT = D 为对 角形. 这已在例 2. 1中算 


出： 


T 



2 



6 


Vl2 



2 



Vl2 


0 



6 


Vl2 



0 


0 


Vl2 



做变数替换 




工 1 



r i+ ^ 2_ vi2 


F=^3 + y 


之 4 


工 2 



2 


之 1 



之2 + 


Vl2 


之 3 — ^ ■之 4 


工 3 


2 



6 


之 2 + 


Vl2 


之 3 — 7 之 4 


X 


4 


V12 


^3 + TT^4 


二次型化为标准形 


z\ +2 ： 2+2：3 一 3 z\. 


菁 


例 2. 3用正交线性变数替换将下面实二次型 


n 


f = — 2 


n 


Xi 


化为标准形. 


解在欧氏空间 ir 内选取标准正交基 
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£i = (1，0,0,…， 0) ， 

e 2 = (0，1，0,…，0)， 


h 二（0，…，0， 1). 

又设 

F = e ! + e 2 + …+ e „ = (1，1，•••，]_) 

X = + 工 2 e 2 + …+ OC n e n = (A ，工 2 ，•••，：?：„)• 

定义 IT 内二次型函数 QAX )， 使它在基 £1 ，£ 2 ，…， e „ 下具有解析表 
达式 

n I n \ £ 

Q /( X ) = - 心= n ( X , X ) - ( X , F ) 2 . 

«=1 ' i=l / 

那么， Q / OO 对应的 E ” 内对称双线性函数为 

f ( X 9 Y )= y [ Q/(X + y ) - Q /( X ) - Q / CY )] 

= y [ n(X + y,X + y ) - (X + Y y FY - n { X , X ) 

+ cx , F ) 2 - n ( y , y > + ( y , F ) 2 ] 

- n ( x , y > - cx , F )( y , F ). 

现在只要找出 nr 的一组标准正交基^…，…，、使八^在 
此组基下的矩阵成对角形乃，令 

(7l ， 72 ， ... ， 7”） = (£i ，£ 2 > ### J^n)T y 

则二次型 / 在正交线性变数替换 X = TY 下变为标准形. 

我们有 

f(F ， F) = n(F 9 F) - (F ， F)(F ， F) = n 2 - n 2 = 0. 

则 Mi 为 IT 的 n —1 维子空间•当时， /( X ， F ) 
= nCX 9 F)-(X 9 F)(F 9 F)=n(X 9 F)-n(X 9 F) = 0 . 故只要在 M 丄 
内找出 IT 的 w — 1个两两正交单位向量，使 /( H 0 在 Mi 的这组标 
准正交基下矩阵成对角形就可以了. 

当叉，1^从丄时，0：^) = 0"^) = 0.此时 

/( X , y ) = n ( x , y ). 
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故只要内任意 w _ i 个两两正交单位向量即可使 /( x ， y ) 的矩阵 
成对角形. 

因为 


M ± = {X eM n |( X , F ) = 0 }, 

它显然有一组基 

A = (1， 一 1，0,0,…，0)， 

a 2 = (1,0, — 1，0,…，0)， 


«»-i = (1 ， 0,… ， 0 ，一 1). 

把它们按施密特正交化方法正交化得 


卢1 = (1 ， 一 1，0,0,…， 0) ， 




— 1 ， 0，…，0 


/^3 == 



—1，0,… 



Pn -\ — 



I n 一 1 9 n 一 1 




再单位化，得 



VToTT) , Vw + 1)’ vTcTTT) 


， o ，…， o 


(i = 1 ， 2,…， w — 1) ，, 

其中每个％前 / +1 个坐标非零.令 



则％ ,72,…，％为『的一组标准正交基，且 

= n ^ij 1 ， 2,…， w — 1 )， 

/(U) = /(H) = 0 (i = 1 ， 2,… ， w). 

即 /( m 在此基下矩阵为对角形 D 9 D 的主对角线上前 n -1 个元 
素都是〃，最后一元素为0.从标准正交基 £1 ，£ 2 ，…，到标准正交基 
Vl ， V 2 , …， Vn 的过渡矩阵为 
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T 



2 



6 



2 



0 


- 2 



6 


0 


0 


0 


(n 一 l)w 


in 一 l)w 


0 


0 


in — l)n 

—(n — l) 
(n 一 l)n 


在 X =7 T 下， / 化为如下标准形 


2 I 2 I I 2 

+ ny 2 + ••- + ny^. 



n 



n 


in — l)n wn 



n 



n 


习题二 

1. 设 7 是〃维欧氏空间 V 内的一个单位向量，定义 V 内一个线 
性变换 如下： 

Aa=a—2CTJ 9 a)r/ (o?G , 

称这样的线性变换 A 为一个镜面反射. 证明： 

(1) A 是正交 变换； 

(2) A 是第二 类的； 

(3) A 2 =£ :; 

(4) 设忍是 V 内一个第二类正交变换，则必有 

B=A • Bi , 

其中愚是 r 内的一个第一类正交变换. 

2. 设 V 是一个 w 维欧氏空间， V 中一个正交变换 A 有特征值々 
=1，且 dimV A() = ”一 1，证明 A 是一个镜面 反射. 

3. 设《1，《 2 ,…，化和…， A 是 w 维欧氏空间 V 中两个向 
量组，证明存在一个正交变换 A ， 使 

Aa { = /?,• G = 1，2,…， 5) 

的充分必要条件是 
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(>,，〜) = ( 戽， 式） ii ， j = l ，2,…， s ). 

4. 设《，/?是欧氏空间中两个不同的单位向量，证明存在一个镜 
面反射 A ， 使 Aa = fi . 

5. 证明： 〃维欧氏空间中任一正交变换都可以表成一系列镜面 
反射的乘积. 

6•设 A 是欧氏空间 F 内的一个变换，对任意 V ，有 
( Aa 9 A ^) = ( a 9 ^) ，证明 A 是一个正交 变换. 

7. 设 F 是 n 维欧氏空间， A 是第 1 题中定义的镜面反射 ，忍是 
V 内一正交变换.证明 B l AB 也是 F 内一镜面反射. 

8. 设 A 是;2维欧氏空间 V 内一镜面反射.令 

= CAa y l3) (V a y l3 6 ^). 

证明 为 V 内对称双线性函数. 

9. 给定如下正交矩阵 


(1) A = 


(2) A = 


试求一正交矩阵 7\ 使 T~ l AT=J 为定理 2. 1中所指出的准对角矩 
阵，并写出丄 

10. 设 V 为 n 维欧氏空间， A 与为 F 内两个线性变换.如果 
对任意有 

(Aa 9 /3) = {a y A* , 

则称为 A 的共轭 变换. 证明 ： A 与在 F 的任一组标准正交基 
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下的矩阵互为转置. 

11. 续上题 .（1) 证明： 对 V 内每个线性变换 A ， 其共轭变换是 
存在且唯一的，而且 ( A <； T = A . (2) 证明 A 是对称变换的充分必要 
条件是 A * = A . 

12. 证明： 对72维欧氏空间 V 内任一线性变换是一个 
对称变换. 

13. 设 A 是 n 维欧氏空间 V 中的一个线性变换，如果 A # = 
— A ， 即对任意有 

(Aa,^) = — (a,A/?) , 

则称 A 是一个 反对称变换. 证明： 

(1) A 为反对称变换的充分必要条 件是： A 在某一组标准正交 
基下的矩阵是反对称 矩阵； 

(2) 如果 M 是反对称变换 A 的不变子空间，则 M 的正交补 Mi 
也是 A 的不变子空间. 

14. 求正交矩阵了，使: r at 成对 角形： 



15. 用正交线性变数替换化下列实二次型成标 准形: 

( 1 ) /= x\ + 2x1 + Sxl — 4 cXix 2 — ^x 2 x z ； 

(2) f=x\ — 2 x 1 一 2 x 1 一 4 工 1 工 2 + 8 工 2 工 3; 

(3) /= 2 x \ x 2 + 2 x 3 x 4: ; 

(4) f= Xi-\-X 2 ~\-JoI~\~JOa 2 — 2X\X2~\~ 6 X 1 X 3 — AX\X^ 
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— 4-3：2^ C 3 H " 6 j ：2^ t ：4 — 2 j ：3^ t ：4 5 
n 1 

(5) f = ixi — x ) 2 ^ x = —— （• r 1 +: c 2 +•••+:?:„)• 

71 

16. 设 A 是 n 阶实对称矩阵，证 明： Z 正定的充分必要条件是， 
A 的特征多项式的根全大于零. 

17. 设都是 w 阶实对称矩阵，证 明： 存在正交矩阵： T ， 使 
T ~ l AT = B 的充分必要条件是 A 与 B 的特征多项式相同. 

18. 设 A ， 万是 打阶实对称矩阵， Z 正定， 证明： 存在一可逆矩阵 
T ， 使了4了和 TBT 同时成对角形 • 

19. 设 A 为正定矩阵， B 为实数矩阵. 

(1) 证明： 对于任意正整数也 正定； 

(2) 如果对于某一正整数 r 有 = 证明： 

AB = BA . 

20. 设 V 是 n 维欧氏空间， A 是 V 内一个变换，如果对任意 
6 V 都有 G 4«，/?) = ( a , A /?) ，证明 A 是 V 内的对称变换. 

21. 设 A 是 n 维欧氏空间 V 内的一个线性变换，证明 A 是反对 
称变换的充分必要条件是对任意 aGV ， G 4 a ， a ) = 0. 

22. 设 A 是一个 n 阶实对称矩阵.证明 A 半正定的充分必要条 
件是存在 n 阶实对称矩阵仏使 A = B 2 . 

23. 设 A 是实数域上的一个 n 阶方阵，证明存在实数域上的 n 
阶对称方阵仏使得 A ! A = B \ 

24. 设 A ， 忍是 n 维欧氏空间 V 内的两个对称变换.证明： V 内 
存在一组标准正交基£1，£ 2 ，“*，£«，使 A 9 B 在此组基下的矩阵同时成 
对角形的充分必要条件是 AB = BA . 

25. 设 Z 是实 n 阶方阵且 ZA ' = A f A . 令 A Q 为 A 的特征多项式 
/( A ) = | W — A | 的一个根，又设 X 为 C 上 nXl 矩阵，使 = 々兄 
证明： A ^ X - AoX . 

26. 设 A 是 w 维欧氏空间 F 内的一个线性变换.如果 M 是 A 的 
不变子空间，证明 Mi 是 A 的共轭变换的不变子空间. 

27. 设4是^2维欧氏空间 V 内的一个线性变换.若 AA *=^ TA ， 
则 A 称为 V 内的正规 变换. 
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设 a 是 y 内的一个正规变换.证明 y 内存在一组标准正交基， 
使 A 在该组标准正交基下的矩阵成如下准对角形 

fA 1 


D 2 0 


D = 


D r 


^r+l 



0 



而; Uh ，…， a 5 为 a 的特征值. 

28. 设 A 是 n 维欧氏空间 F 内的一个正规变换.如果 M 是 A 的 
不变子空间，证明 Mi 也是 A 的不变子空间. 

29. 设 U 是 n 维欧氏空间， F 是 m 维欧氏空间 ( m >3) •在 U 内 
取定一组标准正交基 Q ， e 2 ，…，匕. 

(1) 在 Hom 07， TO 内定义内积 如下： 对于任意/，发6 Horn 07, 
V )，令 


(f,g) = XI (/(&) ， 〆 &))， 

1 = 1 

证明 Horn 07， V ) 关于此内积成为欧氏 空间； 

(2) 在上题所定义的欧氏空间 Hom 07， TO 内，对于任意 
End 07)，定义 

( J ( A )/)( a ) - fCAa) (V / 6 UomCU 9 V) 9 a 6⑺， 

则 rG 4) 是 HomO /， TO 内的一个线性 变换. 证明 rG 4) 是 Uom(U,V) 
内的正交变换的充分必要条件是 A 是"内的正交变换. 


§3酉空间 

在有了欧几里得空间的知识之后，很自然会提出这样的问题: 
能不能在复数域上的线性空间内设法定义内积，使它具有与欧氏空 
间相类似的性质呢？回答是肯定的，本节就解决这个问题. 
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i . 酉空间的基本概念 

定义设 f 是复数域 c 上的线性空间.如果给定一个法则，使 
V 内任意两个向量 a ，/? 都按照这个法则对应于 C 内一个唯一确定 
的数，记做(《，幻，且 满足： 

G ) 对任意 c ，七， a 2 ， pev ， 有 

( k 1 a 1 + k 2 o ! 2 9 ^)= k 1 ( a 1 ，夕） +々 2 0 2 , 夕）； 

( ii ) («，0)=7^( 取复数共轭），因此，对任意都 
是实数； 

( iii ) 对任意 a ^： V , 0,00>0，且0,00 = 0<==^=0， 

则称二元函数 ( a ，^) 为 V 内向量的内积.定义了这种内积的 C 
上线性空间称为酉空间. 

从内积的性质 ( i ) 与 ( ii ) 可得： 对任意 AAG C ，4， I ^ V ， 有 

+ Z 2 /?2) = (/lA + l ! 戸 l ， a 、 

= + / 2 (/?2^) 

= ~i\ (Pi ， a) + Z 2 <n°o 

― Zl(a ， 3i ) 十 “C a ， 1^2) • 

由此可以看出，（〜的对第二个变元 ^ 不是线性的，所以它不是双线 
性函数.这是酉空间的内积与欧氏空间内积的一个重要区别.其所以 
如此，是由于内积的性质 ( ii ) 与欧氏空间内积的相应性质有不同，而 
性质 ( ii ) 是保证(《，《)为实数的必须条件. 

例 3. 1在复数域上线性空间 C n 内定义内积如 下：若 

0! = (sc 1 ,x 2 , ••• 9 x n ) , P = (: Vi ，： V 2 , … ， : V ”） ， 

则令0,3)=： c 1 夕 1 +: c 2 夕 2 + …十: c „夕„ = a • p • 容易验证， c n 关于这内 
积成为酉空间. 

我们 约定： 今后凡是把 C ” 看做酉空间时，其内积的定义都如上 

述. 

I . 向量的长度 

在一个酉空间 y 内，对任意《€7，（《，〃)总是一个非负实数，我 
们定义 
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|«| = V (a ， a) ， 

称为向量 a 的模或 长度. | a | =1时， a 称为单位 向量. 我 们有： 对一 
切 々 e C , 

\ka\ = a/ (ka,ka) =Vkk(a,a) = \k\ * \a\. 

由此即知，对任一非零向量《， 士 a 为一单位向量，我们称之为〃的 

a 

单位化. 

I . 向量的正交性 

在酉空间内两向量的内积(《，/?) 一般是一个复数，所以向量间没 
有夹角的概念，但却可以有正交的概念. 

定义 一个酉空间 F 内两个向量《与满足(《，/?) = 0时称为 
互 相正交 ，记做《丄 /?. 

注意(》，/?) = 0时自然有 

(/?,a) = (a,/?) = 0. 

另外，显然零向量与任意向量都正交. 

I . 内积的存在性 

在有了酉空间内积的定义之后，自然会产生这样一个问题 ： 

满足条件 G ) 〜 ( iii ) 的二元函数(《，/?)是否存在呢？我们现在对 
有限维线性空间来回答这一问题. 

设 F 是 C 上的 n 维线性空间，在 F 内任取一组基 

ei ， e 2 , … ， e„. 

又设 

« = 邱1 +邱2 +…+ 工 A ， 

P — 3^1 + : y2 e 2 + …+ y n £ n- 

在 F 内定义二元函数 如下： 

(a 9 /3) = x l y l + 工 2 夕 2 + …+ ^ny n - 

不难验证，这个二元函数即满足内积条件 ( i ) 〜 （ iii ). 显然，这时 
有 

(e M e)) = d tj (i，j = l ， 2 ，〜， w). 

IV . 西空间的标准正交基 

上一段的分析还给了我们这样一个启示，即在酉空间内可以有 




类似于欧氏空间中的标准正交基的概念.为了引进这一重要概念，我 
们先指出一个简单的事实. 

命题 3. 1酉空间 F 内两两正交的非零向量七，《 2 ，…， a 5 所组 
成的向量组线性无关. 

这个命题的证明与欧氏空间中的相应命题的证明相同，留给读 
者作为练习. 

定义 在 n 维酉空间 F 内 n 个两两正交的单位向量组成的向 
量组称为 F 的一组 标准正交基. 

根据这个定义，V内《个向量 epez， …，是一组标准正交基，等 

价于 

(e^ey) = dij (i，j = 1 ， 2,… ， n). 

如果 e 19 e Z9 — , e n 是一组标准正交基，设 

a = + x 2 e 2 + ••- + x n e n . 


则 


P = : yi e i + : y2 e 2 + …+ 



y n ^ n j 


n n 

i=l j=l 


n n n 

= = • 

* = i j = i i==i 

这就是在标准正交基下内积的表达式.它与欧氏空间中内积在 
标准正交基下的表达形式相似，只是现在第二个向量的坐标要取 
复共轭. 

V . 标准正交基的求法 

在酉空间内有与欧氏空间相同的施密特正交化方法.给定酉空 
间内一个线性无关向量组 




以1 ， ％ ， ___ ， 以 5 . 
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【• + 1 


， Q ) 


+ 1 


+ 1 


Ui ，£ i ) 





i+l 


e 2 ) 


(^2 ， ^2 ) 


e 2 


( a *+ i ， e /) 


( e ,， e ,) 




(«5^ i ) 0” e 2 ) ( a sJ e s ^) 

£s = as ~ ^ o £l ~ (^) £2 “ i 产 1 . 

那么，同样有如下两条 性质： 

(i) L(ei , ••- ,£,) =L(«i, ••- ,a t ) G' = l ,2,… ， s); 

(ii) (e, ， e)) = 0 

利用施密特正交化方法把一个有限维酉空间的一组基正交化后 
再单位化，就得到它的一组标准正交基. 

VI . 标准正交基间的过渡矩阵 

给定复数域上的一个 n 阶方阵4= (%),我们前面使用记号 



a ll 

^12 … 

a \n 

A = 

a 21 

m 

m 

^22 … 

• 

• 

a 2n 

% 

% 


m 

- a n\ 

• 

dft2 … 

% 

戊 nn 


表示对 A 的每个元素取复共轭. 

定义设 U 是一个 n 阶可逆复矩阵.如果则称 U 是 

一个酉矩阵. 

如果把实数矩阵也看成一个复矩阵，它的每个元素取复共轭后 
没有变化.由此可知，正交矩阵当作复矩阵看时就是酉矩阵.所以，酉 
矩阵是正交矩阵的推广.在欧氏空间中两组标准正交基之间的过渡 
矩阵是正交矩阵，对于酉空间，我们有类似的结果. 

命题 3. 2设 F 是一个 n 维酉空间， QA ， …， e „ 是 F 的一组标 

I 

准正交基， U 是一个〃阶复方阵.令 

(7 i ，72，...，7”） = Onh ，•••，£„)"， 

则％，％， …，％ 是标准正交基的充分必要条件是： U 是一个酉矩阵. 
证 必要性 若％，％，…， ％ 是标准正交基，则 

(7* >7；) = a，j = l ， 2r__ ， w). 

设" = ( uij ) jU 的第 ） 个列向量为％在 ei ， e 2 > •••>£« 下的坐标，而 
ei ， e 2 ，•_•，&为标准正交基，故 



= UnUu + U 2 iU 2 j + ••• + UniUnj = Sij. 

这表示 U ' i 7=£, 两边取复共轭，得，即 u ^ u -^ WiU^m 
矩阵. 

充分性 若 U 为酉矩阵，则，亦即 U f U = E . 于是有 

(7* >7；) = u X ( u X j + u 2 i u 2j + …+ u ni u nj = Sij . 

故 Vi ， V 2, … ， Vn 为 V 的一组标准正 交基.| 

下面，我们介绍酉空间中一个子空间的正交补的概念. 

首先，容易 看出： 酉空间 F 的任意子空间 M 关于 y 的内积仍为 
酉空间. 

定义设 F 是一个 n 维酉空间, M 是 F 的子空间.令 
M -*-= ^ V | ( a , m ) = 0,对 一 ^切 m 6 M } ， 

称 M 1 为 M 的正交补. 

容易 验证： Mi 是 F 的子空间.我们有 

命题 3. 3 V = M ㊉ 

证在酉空间内, ( a , a ) = 0等价于 a =0. 因此， Mf | {0} , 

即 M + Mi 是直和.如果在 M 中取一组标准正交基 ei ， e 2 ，…，&，扩充 
成 F 的一组标准正交基(根据施密特正交化方法，这总是可以办到 
的） 

芑1 ，_ _ _， I ， ^ r + 1，_ _ _ i • 

任给 aev ， 有 

a = ( 々 lQ + …+ k r e r ) + ( 々 r+ 1 e r+1 + …+ k n e n ), 

其中 

々 i e i + … + K^ r G M ； 々 r+ 1 e r+1 + … + k n e n G M 丄 . 

故 M+M 丄，即 V = M ㊉ M 丄 . I 

2 . 酉变换 

定义设 C / 是酉空间 F 内的一个线性变换，满足 

{ Ua y UP ) = ( a ,/?) (对一切 

则称 C / 是一个酉变换. 

酉变换不改变向量的内积，所以它应当与欧氏空间中的正交变 
换有类似的性质.我们把这些性质概括为如下的命题. 
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命题 3. 4设 C / 是 n 维酉空间 V 内的一个线性变换，则下列命 
题 等价： 

( i ) C / 是一个酉 变换； 

( ii ) 对任意 aGF ， 有 | f / a | = | a | ; 

( iii ) C / 把标准正交基变为标准正 交基； 

( iv ) £/在标准正交基下的矩阵是酉矩阵. 

证采用轮转证法. 

( i )=^( ii ). 显然. 

设 ei ， e 2 ，… ，&是 V 的一组标准正交基.由假设知 
\ U£i 1 = 1^1 =1，故只要证 ( C / e ,， l 7 e y ) = 0( z »). 对任意 有 

(C/a,C/a) = \Ua \ 2 = |a | 2 = (a,a). 

以 + 代入上式，展开后消去两边相等的项，得 

k(Ue i9 Uej) + kCUej.Ue,) = k(e iy Sj) + k(e j9 e t ) = 0 . 

取々=1及 i ， 得 

(Ue^Ue,) + (Ue^Ued = 0 
及 

iCUe^Uej) - {(Usj.Ue,) = 0 . 

由此易知 O / hf / ysO . 

，…，匕是 V 的一组标准正交基，在此组 
基下的矩阵为 R 矩阵 U 即是由基 ei , e 2 , •••,£„ 到基 ， C / e 2 ，… ， Ue n 
的过渡矩阵.由假设，，…，也是 F 的一组标准正交基.根 
据命题 3. 2,即知 U 是酉矩阵. 

( iv )=>( i ). 设 C / 在标准正交基 ei , e 2 ,•••,£„ 下的矩阵 U 是酉矩 
阵.由命题 3. 2知，，…， C / e „ 也是 y 的标准正交基.对任意的 

设 

a = x x e x + :r 2 e 2 + …+ x n e ny 

P = ： yi e i + 3^2 + … + y n e n . 

则 Ua = x l Ue 1 + 工 2 £/£ 2 + … + x n Ve n , 

U P = yiUe 1 + 3^ e 2 + … + y n U £„. 

由内积在标准正交基下的表达式，有 



( Ua 9 Ufi )= 而％ + 工 2 夕 2 + … + ^ n y n = O ，/?)， 

即 C / 是酉变换. ■ 

命题 3. 5设 F 是一个 n 维酉空间.令 U ( n ) 表示 V 内全体酉变 

换所成的集合，则有 
(0 EeU ( n )； 

( ii ) 若 R ， C / 2 e U (n ) ， 则 U , U 2 eu ( n )； 

( iii ) 若 c / eu (”）， 则 c / 可逆，且 c / Heuc ”). 

证明留给读者作为练习. 

3. 正规变换与厄米特变换 

上一段我们已经把欧氏空间中的正交变换推广为酉空间中的酉 
变换，现在再把欧氏空间中的对称变换也推广到酉空间中来.但在这 
里我们将从更一般的角度来讨论问题. 

定义设 A 是〃维酉空间 F 内的一个线性变换.如果 F 内一个 

线性变换满足如下 条件： 对一切有 

( Aa ,/?) = ( a ， i 4*/?) ， 

则称为 A 的共轭 变换. 

现在在 F 内取一组标准正交基 q ， e 2 ，… ， e n ，设 A ，在此组基下 
的矩阵分别为 A =( aij ) jB = ibij ). (如， = 显然等价于 

(Ac,, £ ; ) = (e t . (ji ， j = l ， 2r__ ， w). 

因为 

I n \ n 

(A£i,£j) = = a 力， 

' 是 =i / k=i 

I n \ n 

== 卜 ， ^ ]bkjSk = > ]bkjCSj = b{j. 

' k=\ k=\ 

于是 

(Ae^e^) = (e, ， A* e ; )<=^<2 ;l = b i j < ^=^A , = B^=pB = A f . (1) 

这就是说，为 A 的共轭变换的充分必要条件是在此组基下的矩 
阵5为 A 在此基下的矩阵 A 的共扼转置.由此 可知： F 内任一线性 
变换的共扼变换都存在而且唯一.因此，一个酉变换 C / 的共扼变换 
即为其逆 变换 ： cr = c / _1 ( 因为 t / 在标准正交基下的矩阵为酉矩阵， 
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取了复共轭再转置时恰为其逆矩阵).由此可知，对于酉变换，有 

Uir =ITU=E. 

不难验证有如下关 系式： 


(i) E =E ； 

(ii) (A*y=A ； 

(iii) (XAY=XA^ ； 

(iv) 04±5)*=^± 以； 

(v) (ABY=B^A\ 

这里，我们仅证明 (iii) 与 (v). 

证 (iii) 对任意有 

((AA)a,/?)= A(Aa,/?) = A(a,A # /?) = (a,(M^)/?). 

由于 M 的共轭变换存在且唯一，故由上面的等式即可推断 

(XAY = XA\ 

(v) 对任意有 

aAB)a ， l3) = (Ba 9 A*l3) = (a,(^A^)/?). 

因为 AB 的共轭变换存在且唯一，故由上面的等式即可推断 

(ABY = B*A\ 

根据性质 (ii )， 我们有 

定义 n 维酉空间 V 内一个线性变换 A 如与其共轭变换可交 
换： 则称 A 为一个正规 变换 . 

根据前面的分析可知，酉变换是一种正规变换. 

下面我们阐述正规变换的几个重要性质. 

首先指出如下简单 事实： 

命题 3. 6 设 A 是 n 维酉空间 F 内的线性变换.如果 M 是 A 的 
不变子空间，则 Mi 为 A 的共轭变换的不变子空间. 

证 对任意我们有 

(a ， A*fi) = (Aa,j3) = 0. 

上式表明 | 

命题 3. 7 设 A 是 n 维酉空间 F 内的一个正规变换，而 A 是 A 
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的一个特征值，其对应特征向量为匕那么，<?是 A * 的属于特征值 A 
的特征向量. 

证按假设，有 A$—X$= (A — XE)$=0. 于是 

(or - ( a * - me ) 

= (04 - XEY^ (A* - XE)$) 

= (夂 04 - XE)(A* - JE)$) 

= (夂 04* — JE)(A - AE)$) = (夂 0) = 0. 

由此即得 04* - AE)f = 0.于是 = | 

命题 3. 8设 A 是 n 维酉空间 F 内的一个正规变换，则 A 的属 
于不同特征值的特征向量互相正交. 

证设是 A 的两个互不相同的特征值， < f ，7 是分别属于 A # 
的特征向量.由命题 3. 7 知： A ^ rj =^ Vm 于是有 

入 (S ， V) = ( 入尽， V) = (A6,7) =( 彡， A*7) 

= d 约、 = 户（$，7). 

移项，得 

(A 一 户）（6,7) = 0. 

因 户#0,故 ( f ，7) = 0 . I 

下面是关于正规变换的基本定理. 

定理 3.1 设 A 是 n 维酉空间 F 内的一个正规变换，则在 V 内 
存在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵成对角形. 

证对 F 的维数 n 作数学归纳法. 

当 n = l 时命题显然成立.设对 n ~ l 维酉空间命题成立,证明对 
n 维酉空间命题也成立. 

设 A 是 A 的一个特征值,％是一个对应的特征向量， l 7 il = l . 
命 M = L (7 i ). 

按命题 3. 7,现在同时有 M 同时为 A ， 
A * 的不变子空间.又按命题 3. 6知 M 丄为 A * 及 ( A * )* = A 的公共不 
变子空间.此时有 

(Aa 9 /3) = (a 9 A*/3) (V G M 1 ). 

于是限制在 Mi 内，互为共轭变换，此时当然也有^ 4* = A * A . 
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故 A 限制在 n — 1维酉空间 Ml 内仍为正规变换.按归纳假设，在 Mi 
内存在标准正交基％， …，％ ，使 

Arji — H = 2 , 3 广 . ，打 ）. 

因为 7 i ，％， …，满足关系式 

= d，j = 1 ， 2 广 _ ，打）， 

故它们是 V 的一组标准正交基.在这组基下 A 的矩阵成对 角形： 

I 

A% = 入{巧 i I 

推论设 C / 是 n 维酉空间 V 内的一个酉变换，则在 V 内存在一 
组标准正交基，使 C / 在这组基下的矩阵成对角形. 

这是因为变换是一种正规变换的缘故. 

下面我们再来研究另一类重要的正规变换，它可以看做是欧氏 
空间中的对称变换的自然推广. 

定义设 A 是 n 维酉空间 F 内一个线性变换，且 A >= A .则称 
A 是一个厄米特 ( Hermite ) 变换 . 

厄米特变换显然是一个正规变换.所以，前面关于正规变换所获 
得的结果对它都适用.特别地，根据命题 3. 7，如果 A 是厄米特变换 A 

的任一特征值，是其对应的特征向量，则 

= A* $ = 

因<?关0,故】=上因此，有 

命题 3. 9 厄米特变换的特征值都是实数. 

综合定理 3. 1和命题 3. 9,可以得到关于厄米特变换的如下重 
要 结论： 

定理 3. 2设 A 是 n 维酉空间 F 中的一个厄米特变换，则在 F 
中存在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵是实对角矩阵. 

在 n 维酉空间 V 中取一组标准正交基 

设 A 是7内的一个厄米特变换，它在这组基下的矩阵为九根据前 
面的 （1) 式可知 ， A # 在这组基下的矩阵为无 ，但， = A ， 故必有无= 

A. 

定义设 A 是一个 n 阶复方阵.如果无=儿则称 A 是一个厄 
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米特矩阵. 

显然，〃维酉空间内一个线性变换 a 是厄米特变换的充分必要 
条 件是： 它在某一组标准正交基下的矩阵是厄米特矩阵.反之，任一 
厄米特矩阵也可以看做一个酉空间中某个厄米特变换在一组标准正 
交基下的矩阵.于是从定理 3. 2 可得： 

推论 设 A 是 n 阶厄米特矩阵，则存在一个 n 阶酉矩阵 U ， 使 
U ~ 1 AU = U f AU = D 是一个实对角矩阵. 

现在把定理 3. 2及其推论应用到如下的厄米特二次型. 

定义 《个复变量，…，^的二次齐次函数 


n n 

/ =22 ClijXiXj (dij = CLji) ( 2 ) 

1=1 )=1 

称为一个厄 米特二次型; 令 



a n 

a U 

… 口 In 

A = 

a 21 

% 

m 

a 22 

m 

m 

… ci ln 

% 

% 


m 

m 

a nl 

% 

• • • n 

^nn 


称 A 为/ 的矩阵. 

显然，一个厄米特二次型的矩阵是一个厄米特矩阵.我们可以把 

厄米特二次型用矩阵形式表示 如下： 

f = X f AX . 

定理 3.3 对厄米特二次型（2)，存在一个酉矩阵 t /, 使在酉线 
性变数替换 X=UY 下它变为如下的标准形 

d\y\y\ + 45^2 + …+ d n y n y n , 

其中 A ，4,…，乂均为实数，且除排列次 f 序外，是被/唯一确定的. 

证 /的矩阵 A 是一个厄米特矩阵.由定理 3. 2的推论，存在酉 
矩阵 f /， 使 


U f AU = D = 




d 2 


为实对角矩阵.令，代入 


^ n ~ 
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/= X f AX = ( UYYA ( UY ) = r ( U f AU)Y 
= Y f DY = diyiyi -|- + … + 义 

现设 / 经酉线性变数替换 X = UY 化为标准形 

f = X' AX - X —— - r ( U f AU)Y 
= d l y l y l + d 2 y 2 y 2 + … + d n y n y n = Y f DY . 

则也 7= V - V ^7, 即 D 与 A 相似.于是 dpd ” …， d n 恰为 A 的 
n 个特征值，因而由 / 唯一确定(除差一个排列次序外 ).I 

习题三 

1. 在 C [: rl 中定义二元函数 如下： 

n 

( f , g ) = 

k=l 

证明它满足内积条件 ( i ) 〜 ( iii )， 从而 Cbl 关于此内积成一酉空间. 

2. 证明： 一个 n 阶复方阵 V 是酉矩阵的充分必要条 件是： 它的 
行(或列）向量组构成酉空间 ( T 的一组标准正交基. 

3. 在一个 w 维酉空间 V 内取定一组基…，，定义 G = 
(( e ,， q )). G 称为此组基的度量矩阵. 

(1) 证明 G 可逆； 

(2) 证明 G = G ; 

(3) 若 ( q ，…， e „) X ，( Q ，…， e „) Y ， 证明 

= X f GY t 

4. 在题 1 的酉空间 C [« r ]„ 中，取 w = 3, 求出它的一组标准正交 
基 

5. 证明： 酉变换的特征值的模等于 1. 

6. 证明酉空间的柯西-布尼雅可夫斯基不等式 

I (« ， 乡 ） I < 1«1 • ， 

且等号成立的充分必要条 件是： 〃与^线性相关. 

7. 在酉空间中证明不等式 

|a + 々 I < H + l 々 l. 

8. 在酉.空间中定义两向量的距离为 



d ( a ,/3) = \a — j 3\. 
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证明： 

(1) 且 dO ， P) = 0<^>a = 乡； 

( 2 ) d(a^) =d{^a )； 

(3) d { a ,7)^ d { a ^)+ d {^7). 

9. 设 f / 为 n 维酉空间 V 内的一个酉变换，其全部特征值设为 
々，々，•••，々. 证明： 】 i ， I 2 , …， X « 是 f /— 1 的全部特征值. 

10. 将一个复方阵 v 分解为实部和虚部 


U = P + iQ 

(其中尸， Q 为实 n 阶方阵).证明 V 为酉矩阵的充分必要条 件是: 
P f Q 对称，且 P f P + Q f Q = E . 

11. 证明矩阵 



w n ~ l … co (n ~ 1)2 


是酉矩阵. 

12. 证明任一个二阶酉矩阵 V 可分解为 


U = 



L 0 


0 11cos^ 


e 1 %」Lsin^ 


— sin ^ 。 

I 

cos ^ - 



L 0 


其中 久# 为实数. 

13. 对酉空间的共轭变换证明如下关 系式: 
(1) E *= E ； 


0 



(2) ( A * Y = A ； 

(3) ( A + BY = A *+ B \ 

14. 设 A 是 n 维酉空间 y 内的一个正规变换， M 是 A 的不变子 
空间， 证明： M 的正交补也是 A 的不变子空间. 

15. 设 A 是 n 维酉空间 y 内的一个线性变换.如果存在一个复 
系数多项式 / U ) ，使 A = f ( An ，证明在 V 内存在一组标准正交基， 
it A 在这组基下的矩阵成对角形. 

16. 设 A 是 n 维酉空间 y 内的一个线性变换，，=一1 证明: 
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A 的非零特征值都是纯虚数. 

17. 设 A 是 n 维酉空间 y 中的一个厄米特变换，证 明： 对任意 a 
GV ， G 4 a ， a ) 是一个实数. 

18. 设 A 是 n 维酉空间 y 中的一个厄米特变换.如果对 V 中任 
一非零向量《都有 

( Aa , a ) > 0, 

则称 A 为正定厄米特变换. 证明： 一 个厄米特变换 A 正定的充分必 
要条件是其特征值都大于零. 

19. 证明： 任一可逆厄米特变换 A 的平方 A 2 是正定厄米特变 
换.对任一正定厄米特变换 A ， 存在唯一的正定厄米特变换 B ， 使4 

= B \ 

20. 证明： 任一可逆线性变换4与其共轭变换的乘积 
是正定厄米特变换. 

21. 设是 n 维酉空间 y 内的两个厄米特变换.证明 A 忍是 
厄米特变换的充分必要条件是 AB = BA . 

22 . 设4，忍是 n 维酉空间 y 内的两个厄米特变换，证明 
和 i ( AB — BA ) 也是厄米特变换. 

23. 设 A 是 n 维酉空间 y 内的线性变换.证 明： 如果 A 满足下 
列三个条件的任何两个，则它必满足全部三个 条件： 

(1) A 为厄米特 变换； （2) 4为酉 变换； （3) A 2 = E . 

24. 如果是 n 维酉空间 V 内的两个正定厄米特变换，而 t / 
是 y 内一个酉变换.证 明：当 或 B = UA 时，必定 A = B,K 
U = E . 

25. 设 A 是 n 维酉空间 V 内一可逆线性变换.证明 A 可分解为 
A = R ，也可分解为 A = f / 2 J B 2 , 其中 B ^ B 2 为正定厄米特变换， R ， 
U 2 为酉变换.且这种分解是唯一的. 

26. 设 A 是 n 维酉空间中的一个正定厄米特变换，它在标准正 
交基下的矩阵 A 称为正 定厄米特矩阵 .以 A 为矩阵的厄米特二次型 

称为正 定厄米特型. 证明： 任一正定厄米特型可用可逆线性 
变数替换 X = TZ 化为 

Z i Z 1 + 之 2 之 2 + …+ Z n Z n . 



27. 设 
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n n 

/ = ^ ^ajjXjXj (a {j = aji) , 

i=l j=l 
n n 

S : bijJCjJcj ^b{j bji ) ^ 

i 1 1 

其中 / 是正定厄米特二次 i . 证明： 存在一个可逆线性变数替换 x 
= TZ ， 使/变为 

4 之 1 + 5 2 之 2 + …+ Z„Z „； 

而貧变为 

d l z l z l + d 2 z 2 z 2 + …+ d n z n z nt 

28. 设 V 是 n 维酉空间，是 y 内的厄米特变换， A 正定，忍 
半正定（即对一切 v 中向量 a ， u a ， a )> o ) .证明 y 内存在一组基， 
使在此组基下的矩阵成对角矩阵，且主对角线上元素都是非负 
实数. 

29. 设 y 是 n 维酉空间. 

(1) 设 M 是 y 的子空间.在商空间 y / M 内定义内积如 下：设 
a = a + M ， 歹 = P + M •若 

a = a x + a 2 (a x G M, a 2 G M 丄）， 

P = m (A e M , e M 丄). 

则令 的 = ( a 2 ，^ 2) .证明 V / M 关于此内积成酉空间. 

(2) 设 a 为 v 内一线性变换.证明在 y 内存在一组标准正交 
基，使 A 在该组基下的矩阵成上三角形. 

# § 4四维时空空间与辛空间 

在§ 1中，我们利用实数域上的正定对称双线性函数在实数域 
上的线性空间内引进度量，形成欧氏空间的概念.但是，在实数域上 
的线性空间内引进度量还可以利用其他双线性函数，它们在理论上 
和实际应用上也有重要的意义.本节中我们将介绍在物理学中很重 
要的一类带度量的实数域上线性空间，即狭义相对论中所使用的四 
维时空空间内的度量，它是以不定实二次型作为度量的一类非欧几 
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里得度量空间. 

在§ 3中，我们利用复数域上一种厄米特双线性函数(不同于第 
五章讲的对称双线性函数)在复数域上的线性空间中引进度量，形成 
酉空间的概念.同样的，在复数域上的线性空间内还可以用其他双线 
性函数来引进度量.本节中将介绍借助满秩反对称双线性函数在复 
数域上的线性空间内引进度量，这就是辛空间的理论，它在理论与实 
际应用上同样是重要的. 

1. 四维时空空间的度量 


我们先从比较一般的角度来讨论问题.设 F 是实数域上的 n 维 
线性空间，/(«， 〆 )是 V 内满秩对称双线性函数且是不定二 
次型函数.在 V 内定义 内积： 对任意定义 ( a ， P )=/( a ， p )， 
则称 V 关于这一内积 为准欧几里得空间. 

对实数域上 n 维线性空间 V ，取定它的一组基…，匕，又给 
定正整数 r < n ， 对 


a = + a 2 e 2 + …+ a n e n ， 

^ = &i e i + ^2 e 2 + … + b n e n 

定义 V 内向量的内积为 

( a ， 卩） = CL\b\ + a 2 b 2 + ••• + ajb r — a r+1 ^ r+1 —… 一 a n b n , 

因为二次型函数 ( a ， a ) 二^ +…+‘一^^+:- a n 是一个满秩不定 

二次型，故 V 关于此内积成为准欧几里得空间.反之，对任意 n 维准 
欧几里得空间 V ，因为(《，《)是满秩不定二次型函数，根据第五章定 
理 3. 2,在 y 内存在一组基 ei ， e 2 ，…，^，使对称双线性函数在 
此组基下的矩阵是 
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因而，当 

a — ^i e i + a 2 e 2 + …十 a n e n ^ P = b^i + b 1 E 1 + ••• + b n e n 

时，有 

v 

b 2 

(a ， 乡） = (a l 9 a 2 r mm ^ n )G . 

« 

bn . 

= a x bi + a 2 b 2 + ••• + a r b r 一 a r+ 1 b r+ i — … 一 a n b n . 

在狭义相对论中，用三个空间坐标和一个时间坐标(实际是用光 
速 c 乘以时间£，即^作为第4个坐标)来刻画一个物体的运动，称为 
四维时空空间 ，在数学上说，它就是实数域上的四维向量空间 R 4 , 其 
向量表示为 ( A ，:，其中 X A = CtyC 代表光速. 

根据物理学上的考虑，在四维时空空间内按如下办法定义 内积: 
若 

a = (x l yX 2 y x z ,x A ) , 乡 => 

则 

(a,j3) = x r y x + x 2 y 2 + x 3 y 3 — x^y A . 

令 

"1 0 0 0 ~ 

0 10 0 

I = , 

0 0 1 0 

-0 0 0 一 1 - 

在 K 4 内取定基 

£i = (1,0,0,0) , e 2 = (0,1,0,0) , 

£3 = ( 0 , 0 ， 1 ， 0 )，£3 ~ ( 0 , 0 , 0 ， 1 ). 

设 a =( e 19 e 29 e 39 e ,) X 9 l 3=( e 19 e 29 e 39 e ,) Y t 那么 （ a ，/?) = Y / y ，/ 为对 
称矩阵，故为对称双线性函数，在基 ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 下矩阵为/，显 
然， R 4 关于此内积是一个准欧几里得空间.现在(《，《)不一定是正实 
数，所以向量的长度与夹角的概念不再有意义. 

在经典力学中使用保持空间向量的长度及夹角不变的变换，即 
三维几何空间中的正交变换，而在狭义相对论中则使用如下 变换: 
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若 


Aa = A 


工 1 


r f n 

义 1 



f 

工 1 



工3 


! 

^3 

_ct- 


X〆- 


a 


那么应有 


x 


2 


1 



X 


2 



X 


c 2 t f2 


X 


2 

1 



X 



X 


ch 1 


根据 R 4 内上述内积定义，这意味着 

f 2 ! 2 f 2 

( Aa y Aa )= = x x + x 2 + x z — c 2 t ' 2 

= x \ x \ x \ — c 2 t 2 = ( a ， a ). 

与欧氏空间中的正交变换一样，上式等 价于： 对于任意 a^e M 4 , 
( Aa , A ^) = ( a , y 9). 由此，我们给出如下概念. 

定义设 A 是四维时空空间 R 4 内的一个线性变换.如果对任意 
a^e R 4 都有 

( Aa , A ^) =(>，々)• 

则称 A 为四维时空空间 R 4 内的一个广义洛仑兹 ( Lorentz ) 变换. 

对 R 4 内任一线性变换 A ，定义 

/o, 卢） = (Aa,A^) , 

易知/(«， 〆 )为 R 4 内对称双线性函数.设 

a = ( q ， e 4 ) X " ， ^ = ( e ! ， e 2 ， e 3 ， e 4 ) y ， 

( 9 As 2 9 A^3 9 Ae 4 ) = (e! ， e 2 ， e 3 ， e 4 )A ， 

则有 

Aa = ( e " e 2 ， e 3 ， e 4 MX ，= (£丄 ， e 2 ， e 3 ， e 4 ) AY . 

那么，我们有 

Kct^) = (AXyi(AY) = X , {A , IA)Y^ 

A 为广义洛仑兹变换 = ( a ^) 

㈡ I (A f IA)Y = X f IY^A f IA = /. 

命题 4.1 设 A 是四维时空空间 IT 内的一个线性变换.则有 
( i ) A 为广义洛仑兹变换的充分必要条件是它在基 si ， e 2 , e 3 ^4 
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下的矩阵 A 满足 A 7 A =/ ; 

( ii ) 实数域上 4 阶方阵 A 满足 A f IA = I 的充分必要条件是它 
满足 AIA f =I ； 

( iii ) 如果 A 为硭 内广义洛仑兹变换，设它在基 ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 下的 
矩阵为 >1=(%)，则 | a 44 1^1. 

证 （ i ) 已在上面证明，现证 ( ii ): 若则 = = 

E. 这表明 A ' 为 IAI 的逆矩阵，于是 ( ZAJ ) A ' =£，两边左乘/，得 

I(IAI)A f =I 2 AIA f =A1A =L 

反之，若 则 ( MJM '= J 2 = £ ，于是 ，两边 

右乘 J 得 A ' (IAI)I = A f IA=L 

( iii ) 按 ( i ) ，此时有考查两边方阵第 4 行第 4 列元素， 
得 

2 I 2 I 2 2 -I 

a i 4 十 fl 24 十 fl 34 — fl 44 = — 1， 

即4 = 1 + a z u + a 2 2i + a 2 u ^ l , 于是 \ a u \^ l . | 

狭义相对论的一个基本前 提是： 任何物体的运动速度小于光速 
c . 如果一个物体在^0时从坐标原点出发作匀速直线运动，经时间 
t 到达空间坐标为^,^2^3的点，那么 

\! x\ -\- x\ -\- x\ <C c , 

1 / 

即 x \-\- x 2 2 -\- x \ — c 2 t 2 < iO t 四维时空空间 IR 4 内一个向量 

如果满足 d + g + x 〗一 c 2 i 2 <0, 则称它为一 个类时向量. 如果^ = 0 
表示现在，则 Z <0 表示过去， i >0 表示未来.因此，一个类时向量，当 
C >0( 即第 4 坐标为正实数)时，就称为一个 正类时向量. 

对 R 4 内一个广义洛仑兹变换 A ， 设它在 S ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 下的矩阵 
是(<^)，如果 a 44 > l ，则称 A 为一个 洛仑兹变换. 

命题 4. 2四维时空空间 R 4 内一个广义洛仑兹变换4是洛仑 
兹变换的充分必要条件是它把正类时向量仍变为正类时向量. 

证 设 A 在基 Ely e 2 , e 3 y e 4 下的矩阵为 A = ( a tJ ). 如果 a = 
0 1 ， < 3： 2 ， > 2： 3 ，：?： 4 )为正类时向量，则240：在 £ 19 £ 29 £ 3 9 £ 4 下的坐标为 
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a \\ a \2 a U a U 


~^i' 


" / " 
A 

a 2\ a 22 a 23 a 2A 


工 2 


f 

^2 

a 31 a 32 a 33 a 34 


^3 


f 

^3 

j 2 41 a 42 a i3 <2 44 一 


_X 4 _ 


f 

l^ 4 J 


因 A 为广义洛仑兹变换，故 

: r ; 2 + x 2 2 + x 3 2 — = (Aa,Aa) = (a,a) 

=xl + x 2 2 x 2 3 — Oj 

即 Aa 仍为类时向量.而 

•I：4 = d ^ X \ -(- (2 4 2«2：2 + <243X3 + <244X4. (1 ) 


根据命题 4. 1 ，现在有 AIA ! =/ ，比较两边第 4 行第4列元素，有 

+ a L — a 44 ~ 一 1* (2) 

利用§ 1中的柯西-布尼雅可夫斯基不等式，由 （2) 式，有 

l <2 41- r l H - a M x 2 ^43- r 3 I ( a h H - a 42 a \z^ ^ X \ + *^ + 

< (a 2 u — 1 )X 4 < a 2 u xl , 

亦即 \ aMXi J ra ^ x 2 J ra^Xz \ < | a 44 x 4 1. 现因 a 为正类时向量，故 x 4 >0. 

( i ) 如果 A 为洛仑兹变换，那么 a 44 > l ，于是由 （1) 式立知 x [> 
0,故 Aa = ( x [ yx 2 yx z ，: r :) 为正类时 向量. 

( ii ) 如果 (工丨 ^ x 2 yx z ，: rj 为正类时向量，则4>0，由（1)式 


知必定 a 44 > l ( 参看命题 4. 1的 ( iii )). 故4为洛仑兹变换. | 
从上面命题的证明可以看出，若，: r 2 ， x 3 ，: r 4 ) 为类时向 


但工 4 <0,则当 A 为洛仑兹变换时，若 Aa = 9 x 2 9 x z ，: r 〔） ，则仍 

为类时向量，且仍有 ¥<0. ' 

如果把四维时空空间 R 4 内全体洛仑兹变换所成的集合记做 L ， 
则我们有如下事实. 

命题 4. 3 L 具有如下 性质： 


( i ) EeL ; 

( ii ) 若 贝 IJ ABeL ； 

( iii ) 若 AGL ， 则 A 可逆，且 AHGL . 
证 （ i ) 显然. 
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( ii ) 现在对任意 M 4 , 有 

(ABa y AB^) = (Ba.Bfi) = (a,y9), 

故 AB 为广义洛仑兹变换.现设 a 为任一正类时向量，为洛仑兹变 
换，按命题 4. 2, 忍 《也是正类时向量，同理， A (忍 a ) 也是正类时向量. 
再根据命题 4. 2知为洛仑兹变换. 

( iii ) 现在 A ^ Lj 由命题 4. 1知 A 在基 £ u £ 2 ,£3 j e 4 下的矩阵 A 
满足 = 两边取行列式得 | A | 2 = 1，故 A 可逆.对任意 a 狀 
R 4 , 有 

( a ,13) = ( AA ~ l a 9 AA ~^) = ( A _1 a , A -1 ^) , 

这表明 A ' 1 是广义洛仑兹变换.现设 a 为任一正类时向量，若 A - 1 « 
不是正类时向量，但它仍为类时向量（因 A - 1 为广义洛仑兹变换).按 
照上面的说明，因 A 为洛仑兹变换，故不是正类时向 
量，与假设矛盾.故 A - 1 把正类时向量仍变为正类时向量.于是 A - 1 G 
L . | 

2. 辛空间 

本段的目的，是讨论复数域上线性空间引进度量性质的另一种 
方法，它与酉空间大不相同，但同样有广泛的应用.我们先介绍一个 
一 般性的概念. 

定义设 /( a ，^) 是数域 K 上的线性空间 V 内的一个双线性函 
数.如果对一切都有 

f = 一 f 9 a ) 9 

则称 /(« W ) 是一个反对称双线性函数. 

如果 V 是一个 M 维线性空间，那么，反对称双线性函数 /(«,W 
在任一组基下的矩阵 A 都是反对称 矩阵： A f = - A . 于是有 

| A | - = I -^| = ( - 1)”| A |. 

当 n 是奇数时，得到 M I =—|乂|，故|^|=0.这说明奇数维线性空 
间中的反对称双线性函数不可能是满秩的. 

现设 V 是数域 K 上的 2 m 维线性空间，/(«;)是 V 内满秩的反 
对称双线性函数.在 V 内取一组基 A ，…， k ， k +1 ，…，£&，则矩阵 
(/( e ,，~)) 为 2 m 阶满秩方阵.任取非零向量我们必可找到 
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夕 GF ， 使 /( a ,^)^0. 因为若对任意夕 GF ， 都有 /( a ,^) =0,则 

/( a ， e ,) =0(£ = 1，2,…， 2 m ) ，设“二工々 + x 2 e 2 + … + x 2 m e 2m ，则对 / = 

1，2,…， 2 m ， 有 

f ( a 9 £ i)= X\f (^! ,£, ) + 工 2*/( £ 2 ， £ I) + …+ ( e 2m ) 

= 0. 

这是 A ，: r 2 ，…，: r 2 m 的一个齐次线性方程组，其系数矩阵满秩，只有零 
解这与 a 7^0矛盾.另外，因 / O ，0) 反对称，故 
对任意 ，/ ( a , a ) = 0. 

现在讨论复数域上的线性空间. 

定义设 F 是复数域 C 上 n = 2 m 维线性空间，而 /( a ， p ) 是 V 
内一个满秩反对称双线性函数.定义 F 内两个向量的内积为 

( a ,^) = / O , 夕）， 

称具有这种内积的线性空间为辛空间. 

我们简单介绍一下辛空间的一些基本概念. 

I . 正交性 

若 O ， P ) = 0, 则称 a 与 A 正交. 此时= — 0， P ) = 0,故正 
交性具有对称的性质.显然，现在每个向量 a 都与自己 正交： （ a ， a ) 
= 0. 

H . 基的度量矩阵 

设 e 1 , e 2 ,- 心是 F 的一组基.令 

(e i9 £j) = gij (i , j = 1 ， 2,… ， w ) ， 

称 G = ( f ,) 为这组基的度 量矩阵 ，它就是双线性函数 /( a ，^) 在此组 
基下的矩阵.若设 

a = 工 1 £ 1 + 工 2 £ 2 + …+ J 

^ — : yi e i + 3^2 + …+ y n e nj 

则 

71 71 

= ^^ giJ x tyj = X f GY . 

t = l ；=1 

I . 辛基 

命题 4. 4设 V 是 n = 2 m 维辛空间，则在 F 内存在一'组基 7 i ， 
72,…，％，其度量矩阵为 



rA 
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G = 


A 


A 


， 其中乂 


0 1 

■ — 1 0 - 


这样的基称为第一类辛基. 

证对 m 作数学归纳法. 

当 m = l 时 ，dimF = 2 •在 F 内任取一组基 £i ,e 2 . 由于内积满秩， 
反对称，故 

(^1 > ^1 ) = 0 ， （ e ! ，£2 ) = ¥ 0 ， (^2 > ^2 ) ~ 

令 r h = ~^=^， J h = ~^=^ i 、^ T ^ % k 的任一平方根) 即可. 

设命题对 2(m — 1) 维辛空间成立，证明它对 2m 维辛空间也成 
立(此处设 m>2). 

在V 内任取一非零向量 £ i. 因为内积满秩，必有£2 G V，使 
( ei 9 e 2 )= k ^0. 按上面的讨论知可令々=1.命 

M = {a ^ V \ ( a 9 e t ) = 0 9 i = 1,2}. 

M 显然为 y 的子空间.若 aeMnL( ei ，e 2 ) ，则 

a — 々 l e l + 々2 e 2. 

0 = (>，£!)= 々 2 ( e 2 ， e 1 )=^々 2 = 0， 

0 = (a ， e 2 ) = (^i )^2) — ^ki = 0. 

故 Mf| 厶 （£ i ，£2) = {0}. 另一方面 e l 9 e 2 线性无关（因若£ 2 = 仏1，则 
(e^ed^OMeihO, 与假设矛盾），把它们扩充成 F 的一组基 


e l ， e 2 ， e 3 ，… 



设 


a = Xi^i + x 2 e 2 + …+ x n e n , 

由于齐次线性方程组 

f (^1 = Xi (^! + X2(£l ， ^2) + … + ^n( € l > £ n) — 0 , 

1 (^2 > a ) = •3： l ( €： 2， e l ) + *^2( e 2， e 2) + … + 工 n ( e 2， e n ) = 0 

的系数矩阵为此组基的度量矩阵前两行，秩为2,因而它的解空间为 

C n 的 ”一2维子空间.而 M 与此解空间同构，故 dimM = n -2 . 于是 

V = L ( e 19 e 2 ) @ M . 
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现在 M 内取一组基 e ;， ei ， …， L ， 则^1 ^2 ^3 V 的一 

组基， F 的内积在此组基下的度量矩阵成如下准对角形 


A 0 


内积限制在 M 内，在基< ， e ! ，…下的度量矩阵为 G 2 . 因 G 满秩， 
故 G 2 为 2 (m — 1) 阶满秩反对称矩阵.这表明 y 的内积限制在 M 内 
是一满秩反对称双线性函数.因而 M 关于 F 的内积是一个 2 (m — 1) 
维辛空间.按归纳假设，在 M 内存在一组基？ 3 ,7 4 ,…，％，使内积在这 
组基下的度量矩阵为 



0 


0 


0 

— 1 



0 


现在再令 7 i = e i ， 72 = £2,则 7 i ，72, …，％即为所求 的基. ■ 

推论设 F 是 n = 2 m 维辛空间，则在 y 内存在一组基^,^2, 
…，乞，其度量矩阵为 


_ 0 E " 

- _ E 0 - 

其中 E 为 m 阶单位矩阵.这种基称为 第二类辛基. 

证设 7i ， 72 , …，％为 V 的一组第一类辛基.令 

令 I. = 721.-1 ， . 

a = i ， 2, … ， m) 

^m + i = Izi ， 

通过计算内积不难验证匕名，… ，匕即 为所求的基. | 

定义 设 A 为 n = 2 m 维辛空间 F 内的一个线性变换.如果 V 

内一个线性变换^满足如下 条件： 对一切有 

( Aa 9 / 3 ) = ( a ， A * 夕）， 

则称为 A 的共轭 变换. 

对 F 内任意两个线性变换 A ， 忍 ，定义 

f ( a y / 3 ) = ( Aa 9 / 3 ) , g ( a 9 / 3 ) = , 
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则/，发为 f 内双线性函数.在 y 内取一组基 ei ， e 2 , …，设 

a= (£ 丄 ， e 2 , … ， eJX ， /3 = (e! ， e 2 ， … ， e„)Y ， 

(Ae"Ae 2 , …， AeJ = (e! ， e 2 ， … ， e„M ， 

(Be l9 Be 29 — y Be n ) = (e! ， e 2 ， … ， e„)5 ， 

那么 

Aa = (e 1 ,e 2 ,-. 9 e n )(AX) , B/3 = (e 19 e 29 -- ,e n ) (BY). 

设此组基的度量矩阵为 G ， 那么， 

/(a,^) = (AXYGY = X'iA'OY, 
g(a,/3) = X f G(BY) = X f (GB)Y. 

B 为 A 的共轭变换 ㈡ /( a ，0) 三 g ( a 9 /3) 

㈡X ， (A , G)Y = X , (GB)Y 
^ A'G = GB^B = G - l A ' G . 

由此可知，对 F 内任意线性变换 A ，其共轭变换是存在唯一的，它 
的矩阵为 6= G - yG . 

由上面的关系式易知此时又有 ^ G = GA ， 而此式表示 

(A*)* =A. 

V 内一个线性变换 A 若满足 = A ，亦即对任意都有 
( Aa ，/?) = ( a ， A 0)， 则 A 称为 y 内一 个对称变换. 显然， A 是对称变 
换的充分必要条件是它在基 £ i ，£2, …， G 下的矩阵 A 满足 A , G=GA 
(在上面式子中令 B = A 9 B = A 即 得）. 

V 内一个线性变换 A 若满足 =— A ， 亦即对任意都 
有 （ Aa ，/?) = —( a ， A 0)， 则 A 称为 y 内一个 反对称变换. 显然， A 是 

反对称变换的充分必要条件是它在基^，£ 2 ，…，^下的矩阵 A 满足 
A ! G = — GA . 

定义 设^是 W = 2 m 维辛空间，是 y 内一个线性变换.如果 
对任意都有= («，的，则称为 y 内一个辛 变换. 
如果为辛变换，则对任意有 

(Ra y R/3) = (a y R*Rfi) = (a,^) = (a,£/?). 

于是 ( a ，(/ T /? —£)^) = 0, 现在内积为满秩反对称双线性函数，由此 
式立即推出 （/ T /? — 五)0=0(否则必有 aGF ， 使 （ a ，（/ T 及一 £)0) 关 
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0). 此式对任意均成立，故 /T 及=五，于是及 可逆且 /T =R \ 
反之，若 R 为 V 内可逆线性变换，且 /r 
( a ，/ r /^) = ( a ，^)， 故 及为辛 变换.因此我们有如下结论. 

命题 4. 5 设 R 为 n = 2 m 维辛空间 F 内一线性变换，则为辛 
变换的充分必要条件是可逆，且 /T =R \ 如果在 V 的基 £1 ,£ 2 , 
…， G 下的矩阵为 R ， G 为 £!,£ 2 , •••,£„ 的度量矩阵，那么及为辛变换 
的充分必要条件是 R r GR = G . 

证 命题前半部分前面已证，现证后半部分. 

必要性 为辛变换，则可逆，故其矩阵及可逆，且 / T 的矩 
阵为 R -\ 前面已给出 / r 的矩阵和及的矩阵应满足的关 系式： iT 1 
= G — l R f G ， 由此立得 R ， GR = G . 

充分性 若 i ^ Gi ^= G ，因 G 满秩，故及可逆，且 WG ， 
它恰为 / r 在 qA ， …，£„下的矩阵，这表明及可逆，且 / r ^/ r ，即及 
为辛变换. ■ 

上面命题对 f 内任一组基都成立. 

设及为辛空间 F 内一个辛变换，文设 e ” rj '， e 2 ,7 i 2 ，”、 e m ，7 i„^V 
内一组第一类辛基.此时其度量矩阵为 



R 在此组基下的矩阵设为及，则有 

R f GR = G . 

一个满足上述条件的 n 阶复方阵穴称为一个 2 m 阶辛 矩阵. 

下面我们来介绍一类重要的辛变换.取定复数 c ， 又设 e 为辛空 
间 F 内一非零向量，定义 F 内线性 变换： 

Ta = a cO ， e ) e . 

对任意夕 gf ， 我们有 

( Ta , T / 3 )= (a + c ( a y e ) e 9 /3 + c (/ 3 9 e ) e ) 
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= O，/?) +C(a ， e)(e, 夕） +C ( 夕， £)0,£) 

+ c 2 (a ， e)( 夕 ，£)(£，€) 

= O，/?) — cO ， e)( 夕， e) + c(/? ， e)0 ， e) 

=( 以 ). 

故 r 为 V 内一个辛变换，这种辛变换称为辛空间 V 的辛平移 . 

为了确切地描述辛平移，我们使用记号 

T (c,e)a = a c(a,e)e 

来表示辛平移 . 

命题 4. 6 设 V 为 2m 维辛空间， e 为 V 内一非零向量，则有 
«) 对任意复数有 

T(c 19 £)T(c 2 jS) = TiCi + C 29 e ) ； 

«i) 设及为 F 内任一辛变换，那么 

RT(c,e)R l = T(c ， R(e)) ; 

(iii) 设 a 为非零复数，我们有 

T (c y ae) = T (a 2 c 9 e), 

证 （ i) 按辛平移的定义，我们有 

T(c ly e)T(c 2 ,e)a = T(c l9 e)(a + c 2 (a,e)e) 

= a + Ci (a,e)e C2(a ， e)(e + c Y (e,e)e) 

=a + Oi + c 2 )0 ， e)e 
=T(c 1 + c 2 ， e)a. 

(ii) 同样地，我们有 

RT(c 9 £)R~ l (a)= R(R~ l (a) + cC/T 1 (a) ， e)e) 

=a c(J? _1 (a) ， e)J?(e) 

=a + c(R* (a) 9 e)R(e) 

=a + c(cn ， R(e))R(e) 

=T(c y R(e))(a). 

(iii) 我们有 

T(c 9 ae) (a) = a -\- c(a 9 ae) (ae) 

=a -a 2 c(a 9 e)e 
= T(a 2 c y e)(a), | 
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如果 ( a ， e ) = 0, 那么 T ( c 9 e ) a = a . 特别地，在辛空间中有 ( e ， e ) = 

0,故 T ( c , e ) e = e . 


习题四 

1. 在四维时空空间 R 4 内定义线性变换 


一工「 


■—工「 

工1 


工2 

工3 


—^3 

-工 4- 


_ ^4- 


证明 S 是一个洛仑兹变换. 

2. 在四维时空空间 R 4 内一个洛仑兹变换 A ， 若它在 M 4 的一组 
基下的矩阵 A 的行列式为 1( 从而它在任何一组基下的矩阵的行列 
式都为 1) ，则 A 称为正常洛仑兹变换.如果 S 为上题所定义的洛仑 
兹变换，证明任一非正常洛仑兹变换都可表示成 t / = SA ， 其中 A 
为正常洛仑兹变换. 

3. 设 y 是 w 维准欧几里得空间.设 aGF ， 且对任意06 V ，都有 
O ， P ) = 0, 证明 a =0. 

4. 续上题.设 A 为 V 内一个线性变换.如果对任意都 
有0^，4/?) = («#)，则称4为7内一个正交变换.在^/内取定一组 
基 Q ， e 2 , …，^，令 G = ((£:，£,))，称为此组基的度量矩阵.若 V 内一 
线性变换 A 在此组基下的矩阵为 A ， 证明 A 为正交变换的充分必要 
条件是 WGA = G . 

5. 证明： 在 w = 维辛空间中存在一组基 

7 ” 72 , …， 7 ” 

使其度量矩阵为 

厂 0 /I 

G = ， 

-—I 0 - 

其中/为 m 阶方阵，其形式为 
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6. 设 R 为 n = 2 m 维辛空间 F 内的一个辛变换，如果及有 w 个 
互不相同的特征值，证明 F 内存在一组第一类辛基，使及在此组基 
下的矩阵成对角形. 

7. 设 V 为 2 m 维辛空间，证明 y 内两组第一类辛基间的过渡矩 
阵为辛矩阵. 

8. 设为 2 m 维辛空间 V 内的一个线性变换，证明下列命题互 
相 等价： 

(1) 及为 F 内辛 变换； 

(2) 把 y 内的第一类辛基变为第一类 辛基； 

(3) 及在 V 的第一类辛基下的矩阵为辛矩阵. 

9. 设 V 是 2 m 维辛空间， M 是 V 的一个子空间.定义 

M ± = {a 6 F I 对一切 /? G M 有 0， p ) = 0} ， 

则 Mi 为 V 的子空间. 

(1) 证明 F = M ㊉ 的充分必要条件是 M 关于 V 的内积也成 
一辛空间. 

(2) 举例说明存在 V 的子空间 M ， 使 F 不是 M 与 Ml 的直和. 

本章小结 

本章所讨论的线性空间与一般线性空间的区别是它带有内积， 
随之而来的是所讨论的课题具有新的特点. 

1) 从基的选取上看，根据内积的性质可选取特殊的基，使其度 
量矩阵具有最简单的形状，在欧氏空间和酉空间就是标准正交基，在 
辛空间就是辛基.在这样的基下内积具有最简单的表达形式，可以使 
所讨论的问题大大简化.因而，在带度量的线性空间中选取基时 ，一 
般都选取这类基.由于基的选取具有特殊性，随之就产生如下新课 
题： 

( i ) 两组基间的过渡矩阵具有新的性质，在欧氏空间为正交矩 
阵，在酉空间为酉矩阵，在辛空间为辛 矩阵； 

( ii ) 这种新基的实际选法，在欧氏空间和酉空间都有施密特正 
交化方法. 
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2) 线性代数的一个基本方法是把空间 V 分解为两个子空间的 
直和，但这个分解一般不唯一.而在欧氏空间与酉空间中，可以选取 
正交补空间，使 F = M ㊉ Mi ， 这一分解是唯一的，这就为讨论问题提 
供了极大的方便. 

3) 在线性空间中引入度量后，线性变换理论便产生了新的课 
题，即研究与度量（内积)相关联的特殊线性变换.这主要是如下两大 
类： 

(0 不改变空间度量（内积)的线性变换 A : 

(Aa y A/3) = (a y /3) (V 6 ^), 

在欧氏空间称为正交变换，在酉空间称为酉变换，在四维时空空间称 
为广义洛仑兹变换，在辛空间则称为辛变换.对欧氏空间我们证明正 
交变换的矩阵可经正交矩阵化为简单的准对角形，而对酉空间，其矩 
阵可经酉矩阵化为对角形.这一结果比第四章前进了一步. 

( ii ) 对称变换或厄米特变换，其特点是 

(Aa,/?) = (a,A/?) (V a,/? G ^). 

对这类变换，我们证明总存在一组标准正交基，使其矩阵成实对角矩 

阵. 

在本章学习中，读者应当学会使用内积来处理线性代数的各种 
课题，它可以使许多问题的探讨更深入，方法也更多样，从而使我们 
的思路更加开阔. 
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在第四章§ 4中，我们讨论如何在线性空间中选取一组基，使一 
个线性变换 A 在该组基下的矩阵具有最简单的形式，最理想的是变 
成对角矩阵.但当时我们就指出，在一般情况下这是不可能的.因而 
退而求其次，希望能把矩阵变成准对角形，而且主对角线上的小块矩 
阵尽可能简单.本章的目的，是要对复数域上线性空间中的任意线性 
变换来完满地解决这个问题. 

我们先从讨论一类最简单的线性变换入手解决这个问题，然后 
指出： 任意线性变换的课题可以归结为此类简单线性变换的同样课 
题，从而使问题迎刃而解. 

§ 1 幂零线性变换的 Jordan 标准形 

设 V 是数域尺上的 w 维线性空间. A 是 V 内一个线性变换.如 
果存在正整数 m ， 使 ^T = 0, 则称 A 为一个幂 零线性变换. 对数域 K 
上一个 W 阶方阵 A ， 若存在正整数 m ， 使 ^ r = o , 则称 A 为幂零 矩阵. 
显然，幂零线性变换在任一组基下的矩阵都是幂零矩阵. 

我们知道 ，一 个线性变换的特征值与特征向量对研究该变换有 
重要意义，所以首先研究幂零线性变换的特征值. 

命题 1.1 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 内的一个幂零线 
变换，则 A 的特征多项式为 /(A) =A% 从而 A 有唯一的特征值 A 。 
= 0. 


证在 V 内取一组基 ei ， e 2 ，…，£„，设 A 在此组基下的矩阵为 
A ， 则 /( A ) = |AE —A | •现设 A 。 为 /( A ) 在 C 内的一个根，则存在(0” 
中非零的叉。，使 = 于是 

A 2 X 0 = A 0 AX 0 = A 汰 0,…， A m X 0 = A ： X 0 , 
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若 i 4 OT = 0, 则 A OT = 0, 而 X 。尹0,于是 W = 故>1。= 0,即 /( A ) 在 C 内 

的 n 个根都是0,根据多项式根与系数的关系（第一章命题 2. 3)，有 

f{X)=X\ | 

1. 循环不变子空间 

设 v 为数域尺上的 n 维线性空间， a 是 y 内一个幂零线性变 
换，即 A m = 0 . 现取 y 中任意非零向量〃，有于是存在最小正 
整数々，使关0,但 A ~=0( 显然，々>1).我们来 证明： 向量组 
… , A k _ 1 a 线性无关•设 

a 0 a + a x Aa + ••• + a k -\ A k ~ l a = 0. 

假定 <2。，&，•••，心- i 不全为0,令自左至右第一个不为0的是 <2:，即设 

UjA!a ••• Uk—iA k ^ct = 0 . 

两边用作用，因故上式变为已知 
关0,故& = 0,与假设矛盾.故… , A k ~ l a 必线性无关. 

现令 

7( a ) = L ( a , Aa , ••- , A 4_1 a ). 

则 / O ) 为 A 的 一 个不变子空间，且 dim /( a ) = UO ) 称为由 a 生成 
的 A 的循 环不变子空间 .在 70) 的基 W _1 a ， i 4 P 2 a ， … , Aa , a 下，限 
制在 Ka ) 内）的矩阵为 

~0 1 " 

0 ••• 0 

J = ••• ••• • 

. 0 '.1 

- 0 - 

反过来说，如果 MSA 的一个不变子空间，且 M 内存在一组基 
，…， w 使 A | m 在此组基下为上面的矩阵 J ， 于是 

Ae k = e ^_! , Ae k _ x = e k _ 2 ,»»» , Ae z = e 1 , Ae 1 = 0. 

令 则 Aa = Sk - i , A z a = e k -2 j ••• , A k ~ 2 a = £ 2 , A k ~ 1 a = ei ，由此得知 

M = L ( a ， i 4 a ， …， W _1 a ) 是由 a = e k 生成的循环不变子 空间. 

定义 形如 
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—0 1 

0" 

J = 

Jz 

0 '• 

0 

， Ji - 

o '• 

參 

# 

參 

1 



Js- 


0 

0_ 


的准对角矩阵称为一个 Jordan ( 若当)形矩阵 ，而主对角线上小块方 

阵义称为 Jordan ( 若当） 块 . 

本节的任务是来 证明： 对数域 K 上 n 维线性空间 y 内一个幂 
零线性变换 A ， 必可在 y 内选取一组基，使在该组基下 A 的矩阵成 
Jordan 形 矩阵. 

我们先来证明一个基本事实. 

命题 1.2 设 a 是数域 k 上 n 维线性空间 y 内的一个幂零线 
性变换，则在 V 内存在一组基，使 A 在该组基下的矩阵成 Jordan 形 
矩阵的充分必要条件是 y 可分解为 A 的循环不变子空间的 直和： 

V = ㊉ / 0 2 )㊉…㊉ /(O. 

证 必要性 设 A 的矩阵在 y 的一组基下成上述 Jordan 形， 
则按第四章命题 4. 5,空间 y 分解为 A 的不变子空间的直和： 

y ㊉…㊉ m 5 ， 

且在内存在一组基…，&,，使.在此组基下的矩阵为 

"0 1 " 

0 ••• 0 

J ： = •••••• 

0 ••• 1 

— n- X n f 

这表示 Ae in . = e in ._ !, Ae i2 = e n , Ae n = 0. 于是 M =/( e in .) ，即 M , 为 
e .. 生成的％维循环不变子空间. 

充分性若 

V = I (^l) ㊉ /( a 2) ㊉…㊉ ,( a j )， 

在每个 ju ) 内选取基 ，- 1 …，如 ，，印 ，根据第四章命题 
4.5. 它们合并为 y 的一组基，在此组基下 A 的矩阵即为 Jordan 形 
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矩阵. ■ 

下面的讨论将使用商空间的技巧，现在把有关的知识再简单复 
习 一下. 

设 M 是 A 的一个不变子空间，则 y 对 M 的商空间为 

V = V/M = {a + M\a G V). 

«+ M 记为 t 我们有如下基本关系 

+ 々 2 吞 2 + …+ k s a s = kiOt Y + 々 2 a 2 + …+ k s a s , 

在第四章§ 3中定义了 y 到歹的自然映射 

<P ： V^V, 

a I~► a = a + M. 

这是 v 到 y 的一个线性映射，上面的基本关系可用^表示 如下： 

々 i a i + 々 2 a 2 + …+ k s a s = (p{k x a Y + 々 2 a 2 + … + k s a s ) 

=H - 々 29( a 2) + … + k s (p(a s ) 

= ^1^1 H~ 々 2 a 2 H" "… H~ k s (X s . 

注意 线性映射 p 的核 Ker ^== Af ， 即 ^( a ) =0 的充分必要条件 
是 (此时 a-\-M=0~\-M=0). 

因为 M 是 A 的不变子空间，故 A 在7内有诱导 变换： 

Aa = A(a + M) = Aa - M = Aa, 

或用自然映射 P 表示为 

<p(Aa) = Aa = Aa = A<p(a). 

上式表示 p 与 A 的作用可交换.显然， 

A k a = A k a - M = A k a, 

即 9( A ~)= AV ( a ) ，即 9与 A k 的作用也可 交换. 

如果 ^T = 0, 则对任意 ， 有 

A m a = A^a = 0. 

故 A 在 V / M 内的诱导变换也是幂零线性变换. 

根据第四章命题 2. 5,我们有 

dimy /M = dimV — dimM. 


2. 幂零线性变换的 Jordan 标准形 

在本段中我们固定使用下面的 记号： 令 A 为数域 K 上 n 维线 
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性空间 y 内一非零幂零线性变换，以记 a 的唯一特征值 
A 0 = 0 对应的特征子空间 . M 当然是 A 的不变子 空间： 

Aa=0 (V «GM). 

命题 1. 3设为 V = V / M 中一非零元素，又设 IOO 为 
A 在尹内诱导变换的 一个々 维循环不变子空间，则 /(«) 为 A 在 V 内 
一个 A + 1 维循环不变子空间，即 /( a )= LO ， Aa ， …， Va ) 且 A k ae 

M . 

证 按假设有 

1(a) = L(a,Aa, — ,A^ _1 a). 

因 = 0,由 <p(A k a) = A k <p(a) = A k a = 0知 A k a G Ker<p= M , 从而 

A k + l a = A { A k a ) = 0. 现在 A k a ^ 0. 否则，若 A k a = AiA k ~ l a ) = 0 推知 

A ^ aeM . 从而 I ㈤ 为 k 维循 

环不变子空间之设矛盾.于是 

7( a ) = L ( a ， i 4 a ， …， 々 a ) 

为 A 在 y 内一々+ 1维循环不变子空间，其中 A k aeM . | 

注 对任意夕 6/( a )， 有夕=々#+々2^+…+〜 4々 _1 a + h + i 々 a ， 

则 〆 #) = bi < p ( a ) +6 2 p ( i 4 a ) + … + b k < p ( A k ~ 1 a ) + b k + i ( p ( A k a ) =bia + 
心2焱泛+…泛 6/( 泛)•若 9( A ) = 0,则心1=心 2 =…=〜= 0,即夕= 

bk -\- iA k ct ^： M , 

命题 1.4 设 a 是数域尺上 n 维线性空间 y 内一幂零线性变 
换，则在 V 内存在一组基，使在该组基下 A 的矩阵成 Jordan 形矩 

阵. 

证 按命题1.2,只要证 y 分解为 A 的循环不变子空间的直和 
就可以了.为此，对 n 作数学归纳法. 

当 n = l 时，在 y 中取一组基 £ i ，则 i 4 ei = A 0 ei ，々为 i 4 的特征值， 
按命题 1. 1知义。==0,即 i 4 ei ==0, 于是 A 的矩阵为 (0) ，自然是 Jordan 
形矩阵. 

设命题对维数小于 w 的线性空间已成立，则当 d\mV = n 时，若 
A = 0, 命题成立•当 A ^ O 时，令 M = V , o ( A 0 ^J A 的唯一特征值 0) ， 

dimM > l ，故 dimV = dimy — dimM < w . A 在 V 内的诱导线性变换仍 
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为 v 内幂零线性换，按归纳假设， 

V = 了⑻ ㊉ 了⑹ ㊉…㊉ I ( a s ), 

其中 a { = a { +M,diml (兩）=々, ( z ' = 1 ， 2 ，…， 5). 根据命题 1. 3，/(«，)为 
A 在 V 内的九+ 1维循环不变子空间，且 

=厶0,，^4%，…，， 

其中 A ^ a t GM . 

( i ) 先证〜 a 2 ，…， 为 M 内线性无关向量组.若 

aiA k ^ a x + <2 2 ^4是 2 a 2 + …+ a s A ks a s = 0, 

因 島 >1，我们有 

A(^a\A k ^~ l ^ -|- <2 2 i4 〜 _1 a 2 + …+ a s A ks ~ l a s ) = 0, 

这表明 

+ a #- 1 % + … + a s A k ~ l a s G M . 

两边用自然映射 p 作用，因 < p { A ki ~ l a { ) = A k >~ 1 < p ( a i ) = A ^ _1 a , G I ( a { ) , 
且 Wr 1 床为 K 瓦)基向量之一，不为匕于是 

+ a 2 A k 2~ l a 2 + ••• + a s A k s ~ l a s = 0. 

由于和 KA )+ J (4) + … + J (屯）为直和，零向量万表法唯一，即 
aA^cti =石，而关万•故 a t = 0. 这证明了所要的结论. 

( ii ) 把上述 M 内线性无关向量组扩充为 M 的一 组基： 

A k ^ a x , A k 2 a 2 , — ， A ~ a 5 ，义 ，卢 2 ，…真 ( I ) 

♦ N = LXU ，…，艮 t ) ，来证 

V = 恤） ㊉ 了0 2 ) ㊉ … ㊉ I { cO @ N . 

首先证右端子空间之和为直和，即证零向量表法唯一： 

0 = # + 忠 + …+ 〆 + n ( 〆 6 I { cc t ),n 6 N ). 

因 9( W ) = 0, 我们有 

0 = ( p (0) = < p ( A ) + p ( p ’ 2 ) + … + < p (氏） • 

按命题 1.3后面所注，#冰）6了(拓），而»(兩)为直和，5表法唯一， 
故 ) = 0,于是从该注解知 〆 = biA ki a ” 代回原式得(设 n = ci /3 1 + 

- \- c t Pt ) 

0 = biA k ^ a x + 心 2 i 4〜 a 2 + …+ b s A ks a s + + …+ c t ^ t * 

向量组 （I ) 为 M —组基，故 bfbz : … = b s = c Y = … = c t = Q . 于是 〆 
=戌=… =〆 =„ = 0. 即零向量表法 唯一. 



§ 1 幂零线性变换的 Jordan 标准形 79 


现在根据第四章定理 2. 3,有 

dimC / Ca!) ㊉ J ( a 2 ) ㊉…㊉ I ( a s ) © N ) 

S 5 

= ^ dim /( a f ) + dimiV = + 1) + t 

i=\ i=l 


s s 

=+ 5 + ^ = ^] dim /( a t ) + dimM 

i'=l r'=l 


= dimV/M + dimM 
=dimV — dimM + dimM = dimV \ 


于是 


/( A) ㊉ J (« 2 ) ㊉…㊉ I ( a s )@N 
=/(%) ㊉ J(a 2 ) ㊉…㊉ I (a 5 ) @ 戸 i) ㊉…㊉ I 

( N 的一组基 A ，…， A 满足 = 故 l ( a )=/( A )) ，即 y 分解 
为 A 的循环不变子空间的直和. ■ 

设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 内的线性变换.若 A ”- 1 关0, 
但 > r = o , 则 a 称为 y 内一个循环幂零线性变换.此时必有使 
A n _1 a ^0. 现在自然有 i 4 n a =0, 于是 


A n ~ 1 a,A n ~ 2 a, ••• ,Aa,a 

成为 V 的一组基，在此组基下 A 的矩阵 


0 


0 . 


nXn 


上面一组基称为循环基. 


幂零 Jordan 块矩阵 J 有如下有用性质 


0 


0 


0 


0 


0 . 


a ll a 12 


a 21 a 22 


a \n 

a 2n 


■ a nl a n2 


a 


a 2\ a 22 
a 31 a 32 


a n\ 

■ 0 0 


^2n 

a 3n 


a 


nn 


0 


即用 J 左乘一方阵，其结果是把该方阵每行向上平移一行，原第 
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行消失，最后一行变为零.于是 




J k = 


0 



0 


0 



0 - 


nXn 


k 

0 … 0 1 


0 



0 


0 


0 j 


(々<«)， 


而 J ^ = 0( k ^ n ). 下面不少地方都用到这个 结果. 

习题一 


1. 设在数域尺上的 n 维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 £1 ， 
e 2 ，•••，£„下的矩阵 A 的特征多项式为 / U )= Y ， 证明 A 是幂零线性 
变换. 

2. 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 内的幂零线性变换，令 A 。 
= 0,A 的特征子空间 Va 。 的维数为々，证明 A n ~ k+1 = 0. 

3. 设在数域 K 上三维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 £ l ， e 2 , 
e 3 下的矩阵为 A ， 设矩阵 A 分别为 


0 

A = - 2 

1 


- 3 3 

- 7 13 

- 4 7- 


3 6 




-15 




判断 A 是否幂零线性变换？是否循环幂零线性变换？ 

4.设 AeM n ( K ), A 是一个幂零矩阵.在 M „( iO 内定义线性变 
换： 

AX = AX - XA (X e M „( K )). 
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证明 A 是一个幂零线性变换. 

5. 在 K [: r]„ 内定义线性 变换： 

Y)x k = kx k ~ l (k = 1 ， 2 广.，打 一 1 )， Dl = 0. 

证明 D 是一个循环幂零线性变换，并求它的一组循环基. 

6. 设 A 是 n 维线性空间 V 内的一个循环幂零线性变换，&，•••， 
e n 是它的一组循环基，试求 A 的全部不变子空间. 

7. 设 A 是 n 维线性空间 y 内的一个幂零线性变换，如果 A 有 
两个线性无关特征向量 a ， 义证明 A 不是循环幂零线性变换. 

8. 设是 n 维线性空间 V 内的两个幂零线性变换，且 AB = 
凡 4, 证明 A + B 也是 V 内的幂零线性变换. 

9. 设 a 是 n 维线性空间 y 内的幂零线性变换，证明 
0) 可逆，并求其逆. 

10. 设 a 是 n 维线性空间 y 内的一个幂零线性变换，在某一组 
基下矩阵成 Jordan 标准形 



证明： A 的特征值 A 0 = 0 对应的特征子空间。的维数等于 5. 

11. 设 AeM 2 ( K )， 如果存在5€抓(尺），使 ab - ba = a . vE 
明 A 是一个幂零矩阵. 

12. 设 A 是数域 K 上三维线性空间 y 内的线性变换，在基 
e 2 ， e 3 下的矩阵为题3中所示矩阵，试在 V 中求一组基，使 A 在此组 
基下的矩阵成 Jordan 标准形. 

13. 设 T 是数域 K 上的 n 阶方阵.在 M n (K) 内定义线性变换如 
下： 

T(X) = TXT (V X 6 M n (K)). 

(1) 若 T 是幂零矩阵，证明 r 是幂零线性 变换； 

(2) 令 n =2，: r = ^ 1 ，在 m 2 ( k ) 内找一组基，使 r 在该组基 

\ 0 0 / 

下的矩阵成 Jordan 形； 
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(3) 如果 r 是幂零线性变换，证明 t 为幂零矩阵. 

14.设 V 是数域 K 上的《维线性空间 ， A 是 V 内一个幂零线性 
变换.证明：使 A ^ = 0 的最小正整数々等于 A 的 Jordan 形中 Jordan 
块的最高阶数. 

§2 一 般线性变换的 Jordan 标准形 


在这一节里，我们来导出复数域上 n 维线性空间内任意线性变 
换的 Jordan 标准形. 


1. Jordan 块与 Jordan 形 


形如 






0 


( 1 ) 


0 


的矩阵称为 Jordan 块 Jordan 块阶数为 


^0」 《Xn 

1时，即为一阶方阵 U 。）； 形 


如 



的准对角矩阵称为 Jordan 形 矩阵. 一个 Jordan 形矩阵主对角线上 
的 Jordan 块如果都是一阶的，它就是对角矩阵.所以对角矩阵是一 
种特殊的 Jordan 形 矩阵. 若^/是 Jordan 块 （1) ，则 J 的特征多项式 
为 /( A)s ( A —々)\故 Jordan 块矩阵有唯一的特征值々，恰为其主 
对角线上的元素. 

如果^/是 Jordan 形矩阵 (2) ，则其特征多项式为 
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f (^) = — ^ i ) 7 * 1 —义2)” 2 ."(义一人)％ 

其中々， 々，… ，人可能有相同的. 

上一节中所讨论的幕零线性变换的 Jordan 标准形是 Jordan 形 
矩阵的特殊情况，即其特征值均为零的情况. 

本节的任务是要证明，对复数域上有限维线性空间内任一线性 
变换，都可在线性空间中找出一组基，使其矩阵成为 Jordan 形矩阵. 

2. Jordan 标准形的存在性 

我们首先对任意数域尺上的 n 维线性空间 y 内的线性变换 A 
作一些讨论.根据§ 1对幂零线性变换所得到的结果，我们有 

命题 2.1 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 y 内的一个线性变 
换.如果存在々€ K ，使 A —是一个幂零线性变换，则在 F 内存在 
一组基，使 A 在这组基下的矩阵成为如下的 Jordan 标 准形： 



-Jl 

0 " 


~ K l 

0 " 

J = 

Jz 

參 

# 

# 

， Ji = 

A 0 '• 

# 

♦ 

參 

1 


0 

Js- 


0 

义0 - 


证根据命题 1. 4知 B = A-X 0 E 在某一组基下的矩阵成为 
Jordan 形，其主对角线上元素为零，而在同一组基下 A 。 五矩阵为 
々£，故 A = B + X 0 E 在该组基下的矩阵成为上述 Jordan 标 准形. | 
下面设 a 为 y 中任一线性变换，又设 A 有一特征值令忍 

— A 。 五，定义 y 的两串子空间序列 如下： 

M 0 = { 0 } ， = KerB 1 (i = 1，2, …）； 

N 0 = V , N { = Im ( iB , ) 0. = 1，2, …）. 

我们有如下简单的事实： 

1) Mi , N { 间有如下包含 关系： 

{0} = G G Q …； V = NJNQNQ —. 

证 《) 设 aeM t , m 汉 a =0, 显然有 

B i+1 a = B(Ba) = BO = 0, 




故 a 6 M l+1 ，B 卩 

(ii) 设 < 凡心 >1 )， 则存在使 

« = e M - i , 

故 N ^ Ni -,. I 

由第四章命题 3. 5 的推论 1( 取 U = V )， 我们有 

2) dimMi + dimM = n (z = 0,1，2 ， …）. 

根据上述性质，我们有 

dimMo ^ dimMi ^ dimM 2 < …， 

dimA^o ^ dimA^x ^ dimA ^ > …. 

注意到々是 A 的一个特征值，因而 

Mi = KerB = {a G V |Ba = 0} 

={« G V\Aa = A 0 a} ^ {0}. 

故 dimMo = 0< dimM 1 . 另一方面 M 为 V 的子空间，其维数<〜故 

必存在一个最小正整数々，使从而必有 M k = 
M & +1 ，而且 

dimMo < dimMi < …< dimM k . 

3) 对上述正整数々，有 

M 0 d Mi CZ ••• CZ M k = M k+ i = M 是 +2 = …， (3) 

TVo =) 7V\ =) … ZD N k = N k+l = N k+2 = •••. (4) 

lJE 只要证 Af / t+i = Af / j +2 ，以下类推即可.因 Mk + i ^^ Mk +2 > 故只 
需证 即可•设 aeMyi +2, 则 # +2 a =0, 即 # +1 ( Ba ) = 0 .而 

因为 Ba 6 M k +i = Ma ， 故# ( Ba ) = 0,这表明 B k + l a = 0,于是 a 6 
M * +1 ， 即由此知 Ma +1 = M ^ 2 ，（3) 式成立•从 （3) 式，利 
用关系式 

dirnA^, + dimM, = w ， 

不难知 

dimA ^ = dimA ^ +1 = dimA ^+2= •••• 

故 (4) 式也正确. | 

4) 对上述々，有 V = ㊉ 爪，且抓与均为 A 的不变子空 


间. 
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证因 dimMyi + dimA ^ sw ，我们只要证^^门爪= {0} 就可以 
了.设则妒《 = 0,又存在 V ，使 a = B k p . 于是 

0 = B k a = B k {B k P) = B 2k p. 

因而 ^ M 2 k = M k 9&? 也就是 a =0. 

再证一切 Mi , Ni 均为 A 的不变子空间.因 B = A — A 。 五，故 A 与 
砍可交换.因此 

V ^ G Mj , B l ot = 0, B l Aa = AB l a = 0> 

这表示 ，即 M , 在 A 下不变 • V Ni ，有 a = B l Aa = AB l ^= 

RA ^ Ni ^ Ni 也是 A 的不变子 空间 . I 

现在 V 分解为 A 的两个不变子空间的 直和： 7 = ㊉ A /、 而 B 

= A - X 0 E 限制在抓内为幂零线性变换（因 M * = Ker #， 即对一切 a 
G Mk 9 B k a = 0，从而（忍|^^/ = 0)，根据命题2. 1， 在 Myj 内存在一^组 
基，使 A 在这组基下的矩阵成 



注意 dimMfeSdimMiX)， 故 dim^ = n — dimM k < in . 这样，我们就可 
以使用数学归纳法来处理问题了. 

命题 2 . 2设 A 是数域 K 上 rz 维线性空间 F 内的一个线性变 
换，其特征多项式 /U) 的根全属于 K ，则在 F 内存在一组基，使在该 
组基下 A 的矩阵成为如下的准对角形 



J 称为 A 的 Jordan 标准形 • 

证对 w 作数学归纳法.当 n = l 时， A 的矩阵是一阶方阵，命题 
成立.设命题对维数 <n 的线性空间成立，对 n 维线性空间 F 来证命 
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题也成立. 

命 A 是 A 的一个特征值 = A — 由前面的讨论知 F 可分 

解为 A 的不变子空间的 直和： 

V = ㊉ 

在抓 内可以找出一组基，使 A | a ^ 的矩阵成 



「 Jl 0 1 


'K 1 

0 ' 

J = 

J 2 

• 

# 

• 

， Ji = 


• 

• 

• 

•' 1 


- 0 Js- 


0 

A- 


若爪={0}，命题已证.否则，从是 A 的不变子空间， dimA ^< w ，且 
由第四章命题 4. 7 ，A 的特征多项式的根也全属于尺.故按归纳假 
设，在内存在一组基，使 A 在该组基下的矩阵成为 Jordan 标 
准形.把在 M k ， N k 所取的基并成 V 的一组基，则 A 在 V 的这组基下 
的矩阵即成为 Jordan 标准形.| 

命题 2. 2中要求 A 的特征多项式 / U ) 的根全属于数域 K ， 这个 
条件对尺为复数域时总是成立的.所以对复数域上的 n 维线性空间 
V 中的任一线性变换 A ， 必定可在 V 中找出一组基，使 A 的矩阵成 
Jordan 形.而对一般数域 K ,则未必能做到这一点. 

3. Jordan 标准形的唯一性 

我们来 证明： 线性变换的 Jordan 标准形，除了其主对角线上 
Jordan 块的排列次序可以不同外，是唯一确定的. 

设 A 是 F 中一个线性变换，在 F 内取基 ei ， e 2 ，…， A 在此组 
基下矩阵设为儿又设々为 A 的一个特征值 ， B = A — 々 E ， 则 B 在此 
组基下的矩阵为 B = A - X 0 E . 我们又有子空间序列 

Mi = KerB* (i = 0 ， 1 ， 2, …）. 

命题 2. 3 dimM , = n — r (^) (f = 0， l ，2,…），其中 r (^) 表示 
矩阵及的秩. 

证 由 M , 的定义知.设 
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则 


a = + x 2 e 2 + ••• + oc n e n = (£j 9 e 2 9 ••• 9 e n )X 9 

B l a = 0<==^B l X = 0. 


在对应 X 下，与齐次线性方程组 BH 的解空间同构，故 

dimM , = n — | 

命题 2. 4 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 F 内的一个线性变 
换，其特征多项式的根全属于 K ，又设 J 是 A 的任一 Jordan 标准形. 
则对 A 的任一特征值 A Q ，2 dimM z — dimM z +1 — dimM / y 等于 * /中以 A 0 
为特征值且阶为/的 Jordan 块的 个数. 

证设 



r T n 

Jl 0 


'A,- 1 

0 

J = 

J 2 

， Ji = 

A, '• 



• 

# 

# 


• 

• 

• 

1 


- 0 Js- 


_ 0 

A, - 


其中设为阶 Jordan 块.显然，，… A 均为 A 的特征值.令/ = 
J — A。 五，则 

\ J , - W 0 ' 


I 1 = (j - x 0 ey = 


(j 2 _ 入 oEy 


0 


( J s _ 五) 


于是 

raO^rEGA —^E) z ]+r[C/ 2 -^E) z ] + … +r[G/ 5 — 々五 )/]. 

因为 

"A,- - A 0 1 0 丫 

A,* — A 0 • • • 

(Ji - KE ) 1 = ， 


(i) 若人_关々，则 r[C/,. —^E) z ]u 

(ii) 若 4 利用幂零 Jordan 块的乘法性质有 
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「 ，， ln t - — l 9 / < n i9 

r [( J , - W ] = 

I 0, / ^ n t . 

因此有 

0， \ 7^ ^0 5 

r[(J,. — A 0 £) z ] — r[(J, — A 0 £) /+1 ] = < 0 ，人 .= 义 0 ，/ > ， 

L 1 ， A，. A。 ，/ 72 卜 

因而 

T(I l ) - r(7 /+1 ) - 2 r[(J f - — 念 r[(J, - A 0 £) /+1 ] 

/=1 f=l 

s 

= {r[(J,- — A 0 £)] z — r[(J, — A 0 £) /+1 ]} 

i=i 

= J 中以 A 。 为特征值而阶数> /十1的 Jordan 块的个数. 
于是 K / H )+ ra z+1 ) —2 rCT ) 等于 *7 中以 A 。 为特征值的/阶 Jordan 
块的个数. 

A 在某组基下的矩阵为 J ， 则 B = A - X 0 E 在该组基下的矩阵为 
I = J — k 0 E . 由命题 2. SdimMew — r (/ f ) ，代入上面公式，即得所要 
证明的等式. ■ 

根据命题 2. 4, A 的任一 Jordan 形 J 中以 A 。 为特征值的/阶 
Jordan 块的个数由子空间序列 MeaV^CZA^CZ …唯一决定，与基的 
选取无关，故有 

推论 1 线性变换的 Jordan 标准形，如果不计主对角线上 
Jordan 块的排列次序，则是唯一的.| 

再利用命题 2. 3, 我们又有 

推论 2设线性变换 A 在某一组基下矩阵为又设々为 A 的 
任一特征值，则 A 的 Jordan 标准形如果存在的话）中以 A 。 为特征 
值的/阶 Jordan 块个数为（令 B = A - X 0 E ) 

r ( B l+l ) + 收- 1 ) — 2 r ( B l ). 

这个推论给出了线性变换 Jordan 标准形的具体计算方法.把上 
面的结果综合起来，得到如下的 

定理 2.1 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 内的一个线性变 
换.如果 A 的特征多项式的根全属于尺，那么在 F 中存在一组基，使 
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A 在这组基下的矩阵成为如下 Jordan 形: 



而且除了主对角线上 Jordan 块的排列次序可以变化之外 Jordan 形 
是由 A 唯一决定的. | 

由于同一个线性变换在不同基下的矩阵是相似的.所以定理 
2.1 也可使用矩阵论的语言叙述如下. 

定理 2. 2 设 A 是数域 K 上的 W 阶方阵，如果 A 的特征多项式 
的根全属于尺，则 A 在 K 上相似于如下 Jordan 形 矩阵： 



而且除了主对角线上 Jordan 块的排列次序可以不同外, J 由 A 唯一 
决定. 称为 A 的 Jordan 标 准形. | 

根据第四章命题 4. 5,线性变换 A 在一组基下的矩阵成准对角 
形 *7 相当于空间 F 分解为 A 的不变子空间的 直和： 

F = A/i ㊉ M 2 ㊉…㊉ M s . 

上面直和显然可以任意重排 次序： 

F = M: 1 ㊉ 2 ㊉…㊉ 

(这相当于把 V 的该组基按上述办法重排次序），与上述直和分解式 
相应, A 的矩阵为如下准对 角形： 



这就是说， A 的 Jordan 形中，其主对角线上的 Jordan 块可以按任意 
次序排列，所得 Jordan 形只是 A 在不同基下的 Jordan 形，从而彼此 
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相似. 

定理 2. 1和定理 2. 2的条件在 ^= C 时总是成立的，所以它们 
完全解决了复数域上线性空间内线性变换和复矩阵的标准形问题. 


4. Jordan 标准形的计算方法 


设在 w 维线性空间 V 内给定线性变换 A ，为求出 A 的 Jordan 标 
准形(假设存在），可按如下步骤进行 计算： 

1) 先求 A 在 V 的一组基 q ， e 2 ，…， G 下的矩阵山 

2) 求出 A 的全部不同特征值 A ， A 2 ，…，人(假设都属于数域 K ); 

3) 对每个入，令 5 = 4 — 入£，由公式 

r(B l+1 ) + rC^- 1 ) - 2r(B l ) 

计算出以 A , 为特征值，阶为/的 Jordan 块个数.为此，令/ = 1，2,…， 
逐次计算.从 A 的 Jordan 形 J 的特征多项式容易看 出：以 A , 为特征 
值的 Jordan 块阶数之和等于特征值 A , 的重数，由此即可知道是否已 
经找出全部以 A 为特征值的 Jordan 块;或者从（参看命题 2. 4的证 
明） rCBO — rCB z +1 ) 等于 J 中以为特征值而阶+ 1的 Jordan 块 
的个数这一点作出判断. 

4) 将所获得的 Jordan 块按任意次序排列成准对角形 J ， 即为所 

求. 


如果要求的是矩阵的 Jordan 标准形，则第一个步骤可以省去. 

例 2.1 求矩阵 


2 6 — 15 

A = 1 1 - 5 

-12 — 6 - 


的 Jordan 标准形. 

解 分以下几步 计算： 

( i ) 矩阵 A 的特征多项式为 


XE 一 A . = 


A — 2 

-6 

15 

-1 

A -1 

5 

-1 

-2 

A -|- 6 


= a+iy. 


它只有一个特征值々 =一 1 (三重根). 
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( ii ) 对々=—1•令 J 5 = A —= 

"3 6 - 15" 

B = \ 2 — 5， B 2 = 0, 

-12 — 5- 

rCB ) = l，WA = — l 为特征值的一阶 Jordan 块个数为 

r ( B 2 ) + r ( B °) - 2 r ( B ) = 0 + 3- 2 = 1, 

而以 A } = -1 为特征值的二阶 Jordan 块个数为 

r(B 3 ) + r(B) — 2r(B 2 ) = 0 + l - 2 X 0 = l . 

上面两个 Jordan 块阶数之和为3, 等于々 的重数，因而不再存在以 
Ai 为特征值的其他 Jordan 块. 

( iii ) 因 A 没有其他特征值，故 A 的 Jordan 标准形为 

"-1 0 0 " 

J = 0—1 1 . 

0 0 — 1 - 


习题二 

1. 设 A 。 是线性变换 A 的一个特征值 ，B = A — .令 M := 
Ker 贫(/ = 0，1，2， …）•证 明：使 ^^ = 71^ +1 的最小正整数々等于 A 的 
Jordan 标准形（假设它存在) J 中以々为特征值的 Jordan 块的最髙 
阶数. 

2. 续上题.令 M = 证明 A 。 不是 A 的特征值，从而 

可逆. 

3. 续上题•证明 dimM , 等于特征值 A 。 的重数. 

4. 续上题.设々为 A 的特征值，且 A 7^。，如果存在整数/，使 

(A — XiE) l a=0 9 

证明 a ^ N k . 

5. 设 A 是^阶复方阵，= 证明 A 在复数域上相似于对角 
矩阵. 

6. 求下列矩阵的 Jordan 标 准形： 



- 0 

1 

0" 


"4 

6 

-15" 

(1) 

— 4 

4 

0 

; (2) 

1 

3 

-5 


-— 2 

1 

2- 


一 1 

2 

-4- 
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7•设 (2 i 2 ，“23，…， 为非零复数，求矩阵 



的 Jordan 标 准形. 
8•设 



求/的 Jordan 标 准形. 

9. 证明在复数域内任意 n 阶方阵 A 与 W 相似. 

10. 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 F 内的线性变换，其特征多 
项式的根都属于设其全部互不相同的特征值为 A ， A ，…‘定义 

M { = {a evj 存在正整数 m ， 使 (A — ^£)^= 0}. 
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(1) 证明 M 是 y 的子空间，且为 a 的不变子空间； 

(2) 证明 V = 

(3) 若已知 A 的 Jordan 标准形是 

「A 01 


J 


Jz 


0 


试求 A I % .的 Jordan 标准形，再求 A 在 V / M { 内的诱导变换的 Jordan 
标准形. 

11. 设 A 是数域 K 上 w 维线性空间 V 内的线性变换 
的一个不变子空间.如果 A U 及 A 在 V / M 内诱导变换的矩阵均相 
似于 Jordan 形矩阵，证明 F 内存在一组基，使在该组基下的矩阵成 
Jordan 形 矩阵. 如果在 M 的一组基下 A | M 的矩阵成如下 Jordan 形: 




h 



在 V / M 的一组基下诱导变换 A 的矩阵成如下 Jordan 形: 


Jz 




U 


L s 


且与 J 2 无公共特征值.试求 A 在 V 内的 Jordan 标准形. 

12. 设 F 是 rz 维酉空间是 V 内一个线性变换.证明 A 
为厄米特变换的充分必要条件 是：对 A 的任意二维不变子空间 M ， 
在 M 内必存在一组标准正交基，使 A | m 在该组基下的矩阵成实对角 
矩阵 • 

13. 给定数域 尺上的 m 阶方阵 A 和 rz 阶方阵万，满足^ 2 = 0, 
B 2 = 0. 又设 C ， D 6 M m ， AK ) •令 

"A C 


F 


0 B . 


G 


'A D 
-0 B 
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如果 rCF )= r ( G )= r G 4)+ rCB )， rG 4 C + CB ) = r(AD + ZXB ) ， 证明 
在尺内相似. 

§ 3最小多项式 

本节阐述线性变换或矩阵研究中使用多项式的一种重要方法. 

1. 方阵的化零多项式 

设 A 是数域尺上的一个 n 阶方阵，发(工)是尺上一个多项式.如 
果发(^4) = 0,则 g (： c ) 称为 A 的一个化零多项式. 

命题 3. 1给定数域 K 上的 Jordan 块矩阵 



又设是尺上一个 m 次多项式.则&(*3：)是 J 的化零多项式的充 
分必要条件是、是 gO ) 的一个零点，且其重数的阶 w. 

证 根据第一章命题 2.2，gOr) 在 C 内可分解为 

g(jo) = a 0 (x — — 户 2 ) e 2 … （: C — fhY k ， 

其中内，户 2 ,…，;4两两 不同. 于是 

g(J) = o,o{J — PiEXJ — p 2 E) e 2 … (J — fi k EY k . 

上式右边各因子两两可交换.而 

々 一 片 1 、 

义0 — A 1 

(J — 片五 ） e, = •••••• • 

••• 1 

- 义 0 _ A- 

当 A。 关片时 ，此方阵可逆.在等式〆 J) = 0 中，可逆的因子均可从两 
边约去.故 g ( J ) = 0 的充分必要条件是有 = 且此时 



0 


0 


e 


(J 一 f^iEY 1 = 


nXn 



从幂零 Jordan 块的乘法性质我们知上式成立的充分必要条件是 

e l r ^n. | 

Hamilton-Cayley 定理设 A 是数域尺上的 w 阶方阵， /( A ) = 
| A £- A | 为 A 的特征多项式，则 f ( A ) = 0 . 

证 A 在复数域内相似于 Jordan 形矩阵 J ， 即有 C 上可逆方阵 
: T ， 使 T~ l AT = J . 易知对任意正整数々，有 { T ~ l AT) k = 
T ~ l A k T . 由此立知•故 / M ) = 0 当且仅当 /( J ) 
= 0•设 



则 /XA) = I 义五 一 A | = | AE — J | = (A — ) Wl (A — XzY 2 ' 9 ' (A 一 A s Y s ，因々， 
A 2 , …， A 5 中可有相同的，故 /( A ) 的每个根 A : 的重数 >Jordan 块丄的 
阶数〜现在 



对 每个义 ，因 A t 为 /( A ) 的零点，且其重数>义的阶〜，由命题 3. 1知 
/( J ,) = 0(/ = 1，2,…， 5) ，于是 /( JO ^ O , 从而 f ( A ) = 0 . | 

这个定理 说明： 一个 n 阶方阵必有一个首项系数为1的 n 次化 
零多项式.它表明在尺上 n 2 维线性空间 M „( iO 内，，可由下面向 
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量组线性 表示： 

E,A 9 — ,A n ~\ 

在上面向量组中，是否还有某/可被其前面向量线性表示呢？下面 
就来讨论这个问题. 

2. 方阵的最小多项式 

设 A 是数域尺上的〃阶方阵 . A 的首项系数为1的最低次化零 
多项式称为 A 的最小多项式.因此，如果 p ( x ) 是 A 的最小多项式， 
那么： 

1) 〆 •!：)系数属于数域 

2) pCr ) 的首项系数为1; 

3) ^>( A ) = 0； 

4) 若又有 K 上非零多项式 g ( x ) ，使 g ( A ) = 0, 则 g ( x ) 的次数 
> pCr ) 的次数. 

显然，方阵 A 的最小多项式是存在的.但它是不是唯一的？如何 
求出 A 的最小多项式？这就是下面要仔细讨论的问题. 

首先注意如下一个简单事实. 

引理给定数域 K 上的齐次线性方 程组 ： AX = 0, 若已知它在 
复数域内有非零解，则它在 K 内也有非零解. 

证若 = 0 在 C 内有非零解，则 A 作为 C 上 mXrz 矩阵，其 
秩 r ( A )<〃. A 在 C 内的秩是把 A 经初等行、列变换化为标准形 D 
后， D 中1的个数.但对 A 作初等行、列变换化为 D 可限制在 K 内 
进行加、减 、乘、 除四则运算.故实际上 D 也是 A 在 K 内的标准形， 
从而 A 作 为尺上 mXn 矩阵，其秩同样小于 w ， 从而 AX=0 在尺内 
也有非零解. ■ 

命题 3. 2设 A 是数域 K 上的 rz 阶方阵， 〆 : r ) 是 A 的一个最小 
多项式.若把 A 看做 C 上〃阶方阵，它在 C 内的一个最小多项式为 
4(« r )， 则 中 ( x ) 与 4( x ) 次数相同. 

证 pU ) 是 A 在 C 内一个化零多项式，从而其次数应大于或等 
于 4(« r ) 的次数.反之，设 

40) = a 0 + 々 X + …+ a m x m (a t G C 9 a m = 1), 



则应有 


0( A ) = a 0 E + 々 A + …+ a m A m = 0. 

设则上式可写成 

a 0 a ij ) + + …+ CLnAif = 0 > 

其中/，_/=1，2,…， w. 上式是 m + \ 个未知量 a 0 >ai,*** 9 a m 的齐次线 
性方程组(共〃 2 个方程），其系数属于已知它在 C 内有非零解(即 
为 4(1) 的不全为0的系数 4U) 首项系数为1，故〜 =1) .按上面引 
理，它在尺内也有一组非零解％，&，…， k 设心关0,心 +1 =〜=心= 
0,这时不妨设& = 1( 因齐次线性方程组的解乘以 K 内一非零数后 
仍是解).于是有 

△。五 + H ~ …+ bk ~\ A k ~ l + A k = 0 ( b { G K ). 

令发(:^二心+^^+…+心-^^ +工^则发 ( x ) 是 ^4 在尺内一化零 

多项式，故的次数，即々(:^的次数^^:^的次数.命题 

得证. ■ 

这个命题 说明： A 在 K 内的任一最小多项式也是 A 在 C 内的 
最小多项式.所以，只要把 A 看做复数域上的〃阶方阵，决定出它在 

C 内所有最小多项式，那么 A 在尺内的最小多项式也在其中了.现 
设 A 在 C 内的 Jordan 标准形为 



那么，有复可逆方阵： T ， 使 T_ l AT = J . 对于 C 上任一多项式 gix) y 
在证明 Hamilton-Cayley 定理时已指出有 T ~ 1 g ( A)T = g ( J ) 9 g ( A ) 
= 0 当且仅当 g ( J )==0, 故 A 与《/在 C 内有相同的化零多项式，从而 
有相同的最小多项式.只要找出 J 的所有最小多项式就可以了.现 
设 gOc ) 为 J 的一个首项系数为1的化零多项式.我们有 

「发 0 A ) 1 


gU ') = 


gUz ) 


gUs ') 


= 0. 
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故 g ( J ) = 0当且仅当所有…，5)，按命题 3. 1， 
gUd =0当且仅当 A 为 g (: r ) 的零点，且其重数的阶〜设 A 
(也是 J ) 的全部互不相同特征值为 A M A 2 ，…，々，而 *7 中以人为特征 
值的 Jordan 块(可能不止一个）的最高阶数为[，则在 C 内 g (: r ) 应 
表示为（注意其首项系数为 1) 

g(sc) = {x—XiY 1 (x —A 2 ) e 2*" («r—A) 〜 O — … {x — 

其中 A 1 , A 2 ,"*, A / fe ,/ i 1 ,*-*,/ i i 两两不同，且仏 = 1 ，2,…，々）•反之， 

若 ^*( x ) 满足上述条件，按命题 3. 1，所有^*(*7/) = 0,从而 g ( J ) = 0. 
由此立即知， J 的最小多项式，即 J 的首项系数为1的最低次化零多 
项式应为 

(p{x) = (x — Wi(x — W 2 ...(x — Xk) lk . 

这表明 J 的最小多项式是唯一的，从而 A 在尺内的最小多项式也是 
唯一的，它就是上面写出的 < p ( x ). 

命题 3. 3设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵.设 A 的特征多项式 
/ U )= | A £ — A | 在 C 内全部互不相同的特征值为 A M A 2 ，… ，七， A 在 
C 内的 Jordan 标准形 J 中以人为特征值的 Jordan 块的最高阶数为 

，则 A (在尺内）的最小多项式是唯一的，它就是 

po) = (x — — a 2 ) z 2... (x — x k y^. 

注意在上述命题中 々，々，•••，々 未必都属于尺，但 〆 : T ) 的所有系 
数都在 k 内. 

推论1 设是数域 K 内的两个相似的 n 阶方阵，则 A 与 B 
(在尺内）的最小多项式相同. 

证相似矩阵在 C 内有相同的 Jordan 标准形，故按命题 3. 3, 
它们的最小多项式相同. ■ 

现设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 内一线性变换，根据推论 
1,我们把 A 在 V 的任一组基下的矩阵 A 的最小多项式 pU ) 称为线 

性变换 A 的最小多项式. 

推论2设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵且 A 的特征多项式的根 
全属于 K ， 则 A 在 K 内相似于对角矩阵的充分必要条件是它的最小 
多项式没有重根. 

证按命题 3. 3 ，A 的最小多项式没有重根的充分必要条件是 
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A 的 Jordan 标准形中的 Jordan 块都是一阶的，即 Jordan 标准形为 
对角矩阵. | 

数域 K 上一个〃阶方阵 A ， 如果其最小多项式无重根，则称为 
半单矩阵.一个线性变换在一组基下的矩阵半单时，称为半单线性变 
换.因此， A 是半单线性变换等价于其最小多项式无重根. 

推论3设 F 是数域尺上的〃维线性空间， A 是 V 内一个线性 
变换， A 的特征多项式的根全属于 K ， 则 A 的矩阵可对角化的充分 
必要条件是 A 是半单线性变换，即其最小多项式无重根. 

证这是推论2用线性变换的语言表现出来的形式. ■ 

例 3.1 求下列矩阵的最小多 项式： 


4-57 
A = 1-49 

-— 4 0 5- 



解 A 在 C 内的 Jordan 标准形为 

"1 0 0 " 

I 

*/ = 0 2 + 3 i 0 

-0 0 2 — 3 i 」 


3 一 
13 



/(A)= \ XE—A I 有三个不同根 1 = 1 ， A 2 = 2 + 3i ， A 3 = 2 —3i ， 它们对应 
的 Jordan 块都是一阶的，故 A 的最小多项式 

<pix)= (x — 1 ) (x — 2 — 3i) (sc — 2 + 3i) 

=(x — l)(x 2 — 4x + 13). 

万在 C 内的 Jordan 标准形为 


'1 0 0 0 ~ 

0 110 

J = ， 

0 0 11 

-0 0 0 1 - 

/ ( A )= \XE — B I 只有一个根 A = l ， 它对应的 Jordan 块的最高阶数 
为3,故 B 的最小多项式为 ( pix ) = { x — iy . 

最小多项式也可以不用 Jordan 标准形来计算.设 A 的最小多项 

式为 
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9?(x) = x m + a〆 -1 + …+ am-^x + a m (a { € K ) ， 

因 p(A) = 0 , 故 

A. m = — cLiA m ~^ —… _ ci m —iA — ci m E. 

此时在 K 上线性空间 M„(K) 内，， ― 1 ， … ， A ，五必线性 无关. 因若有 
不全为零的数 H ， …， 々 m ， 使 

+ …+ k m -iA + k m E = 0, 

设自左至右第一个不为0的是&，于是^1=^“=也-1 = 0，故(注意/> 

1) 

秦 

+ …+ k m -iA + k m E = 0. 

于是发 (•r) = tu / x w_w + … "M-iX + O 是 A 的一个首项系数为1 

的化零多项式，其次数 m —/小于 〆 x) 的次数，与 p(x) 为最小多项式 
矛盾. 

现在只需考查 M n (K ) 内向量组 

E,A,A 2 ,A\ - 

自左至右逐次检查，找出最小正整数 m， 使，能被 £，A，A 2 , …， 
线性 表示： 

A m = aiA m ~ l + a 2 A w_2 H~ …+ a m E (a, G 尺）， 

则 (pix) =x m —aix m ~ 1 —a 2 x m ~ 2 — t - a m 即为 A 的最小多项式 • 

例 3. 2 求下面方阵的最小多 项式： 

" 3 0 8 一 

A = 3 — 1 6 . 

- — 2 0 — 5- 


解考查 m 3 ( k ) 内向量序列 

e 9 a 9 a 2 9 a 3 9 


首先，五.而 


-70 一16 

A 2 = - 6 1 — 12 

- 4 0 9- 


考查方程组 五 ，发现它有解々=— 2， X 2 = — 1，即 A 2 = 
— 2 A —£• 故 p ( x ) sp + Zx+l 为 A 的最小多 项式. 
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习题三 


1. 如果矩阵 A 的特征多项式和最小多项式相同，问 A 的若当 
标准形(在复数域内考虑问题)具有什么特点？ 

2 . 求零矩阵和单位矩阵的最小多项式. 

3. 求下列矩阵的最小多项式 


(1) 

"3 1 

0 2 

-1 

0 

; (2) 

4 

-5 

-2 

7 

2— 

-5 


.1 1 

1_ 


- _6 

7 

-4. 


(3) 




1 … 1 

1 … 1 

# • 

# # 

# # 

1 lJnXn 


4. 如果矩阵 A 的最小多项式为 A — a ， 求 A . 


5. 令 


0 




0 



0 


0 


nXn 


在数域 K 上线性空间(幻内定义线性变换 


AX = JX (X e M n (iO), 

试求 A 的最小多项式. 

6. 给定数域 K 上的 m 阶方阵阶方阵设它们的最小多 
项式分别是 

= (A — (A — A 2 )^2... (A — X s Y s , 

0(A) = (A — (A — " 2 )’ 2 …（义一 

试求 ^"1 的最小多项式. 

Lo 召」 

7. 求下面矩阵的最小多 项式： 
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一 0 … 0 — a n 


A 


•• 0 - a 2 

-0 1 ~ a \- 


8. 设数域 K 上 n 维线性空间 V 内的线性变换 A 在基£ 1? £ 2 , •••,£„ 
下的矩阵为 



0 


IB 0 \ 

A = 9 B = 

\ 0 C I 


•• 



0 



kxk 


fA 2 



0 


0 





0 


o 

^2 ^ 


(1) 在 F 内找一组基，使 A 在该组基下的矩阵成 Jordan 形； 

(2) 求 A 的最小多项式. 

9. 设 A 是4维欧氏空间 V 内一正交变换.如果 A 无特征值，但 
A 2 ， A 3 均有特征值，求 A 的最小多项式. 


# §4矩阵函数 

在数学分析中，读者已经熟知定义在实数域 M 上的函数.在这 
一节里，我们来介绍一类定义在 n 阶复方阵所成的集合 M „( C ) 上的 
函数.这是一种新型的函数，它的“自变量”不是数，而是矩阵，其函数 
值也是 M „( C ) 内的矩阵.但它在形式上和以数为自变量的函数非常 
相似，而且我们的讨论是以数学分析的知识作为基础的.因此，这部 
分内容是代数和分析两大数学分支相互渗透的一个良好的范例. 



1 . 矩阵序列的极限 




在数学分析中已经研究过实数序列的极限.这个概念可以推广 

到复数序列上来.给定复数序列 

a l9 a 2 ,…, a n ， 

如果存在一个复数 a ， 使对任给实数£>0,都存在正整数 iV , 当 
时，有 |a — 〜|<£，则称序列 {〜} 有极限，而 a 称为的极限，记做 
lim a „ = a . 实数序列极限的一些基本性质(例如两个有极限的序列 

n— + oo 

的和、差、积、商的极限等等)可以类推到复数序列，其证明方法完全 
相同，我们这里就不详细讨论了. 

现在把这个思想应用于复矩阵序列.设在 M „( C ) 内给定一个矩 


阵序列…，八^，….令丄= ( af ). 如果对任意 D = l ，2, 




序列 {<} (以々 为变元）的极限都存在，且 lim J 

k-^-\-oo 

= (a,)eM w (C) 为矩阵序列 {Ad 的极限 ，记做 


( k ) 

ij 


叫，则称矩阵 A 


b 


lim Ak = A . 


例如，给定矩阵序列 




2々+ 1 

k 2 +1 
1 + 2 k 1 


- 2 

2々 H ~ 3 
々+ 5 


(k = 1，2,3, …）. 


显然有 


lim A k 


上 Too 2 k + 1 

1- 々 2 + 1 
1 + 2k 1 


lim 


- 2 

2 k 3 
) 々 + 5 


0 - 2 


命题 4.1 设内一个矩阵序列 ， lim A 

是一 ► + oo 

任意 P ， QeM „( C )， 有 lim PA k Q = PAQ. 

点一 ► + oo 

证 设 Ak= (a-j k) ) ,P= ipij) ， Q = (qij) 9 A= (a tJ ), 


k 




A . 则对 


n n 


PA k Q 




q t j 
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利用极限的性质，有 

n n n n 

lim 2 2 Pis^stQtj : = 22 Pis ^ stQtj * 

& 一 + °° 5=1 t— 1 S= 1 t= 1 

这说明矩阵序列 { PA k Q } 的极限是 PAQ . I 

根据命题 4. 1，如果利用 M „( C ) 内的一个可逆矩阵: T 去作一个 

矩阵序列 {^ U 中各矩阵的相似变换，所得的新序列仍然有极限，而 

且其极限就是原序列极限用 T 作相似变换的结果，即 

lim T ~ l A k T = T ~ l { lim A k ) T . 

这就为我们利用矩阵的若当标准形来研究矩阵序列的极限提供了理 
论上的依据. 

在数学分析中，读者已经知道，序列的极限是否存在本质上等价 
于一个级数是否收敛.具体地说，给定一个复数项级数 

a l + a 2 + …+ A + •••• (1 ) 

它的部分和〜…组成一个复数序列 
如果 lim 〜=5,则称级数 (1) 收敛，而 S 称为它的和，记做 

71^+00 

s = a x a 2 a n ~\- •••• 

同样地，给定一个〃阶复矩阵级数 

Ai -\- A 2 -\- ••• Ak -\- •••• (2) 

定义 = A +乂2+… + A ， 

称&为矩阵级数 (2) 的前々 项部分和.如果矩阵序列 

5"5 2 ,…，5 是，… 

有 极限： lim & = SGM „( C )， 则称矩阵级数 (2) 收敛，而 S 称为它的 

k-^+oo 

和，记做 

S = A 1 A 2 A k •••• 

根据命题 4. 1，如果矩阵级数 (2) 收敛，则对任意户，06脱 1 (0，有 

PSQ , = P AiQ + …+ P H - * * * • 


2. 矩阵函数 

考查复系数幂级数 
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a 0 + a x x + a 2 x 2 + …. (3) 

如果令 X = XoG C 代入，得到的复数项级数 ao + a 1> To + a 2：4+ …收 
敛，则称幂级数 (3) 在复平面上的点 A 处收敛.使幂级数 (3) 收敛的 
复平面上的点的全体组成 C 的一个子集 D 称为 （3) 的收敛区域.容 
易证明，如果 (3) 在工。点收敛，则对一切 k |<|: r 。 | 的点 : r ，（3) 都收 
敛.由此容易 证明： 存在一个以原点为中心的圆，使 （3) 在圆内一切 
点都收敛，在圆外一切点处都发散，此圆称为 (3) 的收敛圆，其半径及 
称为 (3) 的收敛半径 CR 可以是无穷大).令 

d= {x ec 1 1 工 I < 幻， 

则对 D 内一切点， （3) 都收敛.对 D 内的每个复数: r ，（3) 式有一个 
和，记为 / U )， 即 


f (x) = a 0 -\- a Y x + a 2 x 2 -- 




(I I < R). 


于是 /Or) 是定义在 D 内的一个复变量: r 的函数. 


例如，下面三个级数 



x 


X 



# • # 




x —石工 3 + — 


• • • = 


^ . (一 以 2 k +\ 

h (2々 + l)! X 




^ ( = 以 2々 

h (2^)! X 


其收敛半径及=+〜，即在整个复平面处处收敛，它们的和分别记为 
e ' sinx ， cos : c . 而级数 



的收敛半径及=1，其和记为 ln ( l +: c ). 这是定义在单位圆内部的复 
变量: r 的函数.这些事实在“复变函数论”的课程中将会作详细的阐 


述.我们这里不作证明. 


如果幂级数 (3) 中只有有限个系数不为零，它就变成多项式 


fix) = a 0 + a x x 



• • • 


+ a k x k G C[x]. 


这时，以任一复矩阵 A 代入，我们得到的仍是一个复矩阵 
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f (^) — cl 0 E + <20 + …+ akA k . 

这是读者在线性代数课程中就已经熟知的事实了.如果把上式中的 
A 看做是在 M „( C ) 内变化的矩阵，那么 / G 4) 就是定义在 M „( C ) 上 

的一个函数(其函数值仍在 M „( C ) 内）.如果采用读者比较习惯的记 
号，那就应当把它写成 /00( XGM „( C )). 

现 在问： 如果 (3) 式中有无限多项的系数不为零，那么，以 Ae 
M „( C ) 代入，得到的 

<2 0 五 + a\A + <2 2 A 2 + …+ akA k + ••• (4) 

是什么呢?显然，这只有当上面的矩阵级数收敛时，它才有意义.而如 
果上述矩阵级数收敛，那么其和仍是一个复《阶方阵.这时我们也说 
矩阵幂级数⑷在 M „( C ) 内的“点 M 处收敛.把 M „( C ) 内使 (4) 收敛 
的全体矩阵所成的子集记做逆•，则逆称为矩阵幂级数 (4) 的收敛区 
域.对于逆内每个点 A ， 由 （4) 式确定出一个唯一的《阶复方阵，所 
以 （4) 式可以看做是定义在集合逆上的一个函数.其“自变量”是逆 
内的矩阵，其“函数值”是从（0内的矩阵.我们称这种新型的函数 
为矩阵函数. 

下面我们来讨论 (4) 式对于什么样的《阶复方阵 A 是收敛的. 
对于复打阶方阵 A ，存在: TeM „ CK ：) ，使 T—AT=J 为 Jordan 形： 


'Jl 

0 


■ A, 1 

0 

J2 

# 

♦ 

♦ 


， Ji = 

人 ••• 

# 

♦ 

# 

1 

0 

Js. 


0 

人 _ 


从前面关于命题 4. 1的讨论可知，矩阵幂级数 (4) 收敛等价于 

<2 0 jE + a\J + a 2 J 2 + ••• 

收敛.而上面的矩阵幂级数收敛的充分必要条件是，对一切£ = 1,2, 
…，5,下面的矩阵幂级数 收敛： 

<2 0 五 + a\J i + a 2 J 2 j + •••• (5) 

现在* A 是一个 Jordan 块. 
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为了讨论矩阵幂级数 (5) 的收敛性，我们需要如下的引理. 
引理 设 J 是一个 w 阶 Jordan 块， 


A 


0 


A •• 


0 


A 


XE + I . 


nXn 


则对任意次数的多项式 g (* r ) ，有 


g(J) 




gW 


g r W 




參 # 


(n — 1)1 


g ( n ^ a ) 


gW 


g f W 


o 


gW 


证 设 g ( x )=^)+6 i：r + … +^ r m ( m ^ z ). 我们有 


m 


m 


g(j)= ^b k (XE + iy = 


k = 0 


k=0 7=0 


mm 


7=0 k=j 


注意到 


b k Ox^ = b k ⑽了 l) … ( 々一 ) + i) a h = h 


! dx J 


x=A 


又因当 j > n 时，广= 0,代入上面的式子，我们得 


n — 1 m 


， • 冬 " ^ 今 

g ⑺=7 

7 = 0 k = j 


! dx 


:(?) 


« 


V 


X- 


^zl 1 

I ： 7 


cP 


m 


0 


n - 1 


I dx J 


^jb k x k 


k = 0 


« 


x 




；=o 
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从§ 1指出的关于幂零 Jordan 块的乘法性质可知上式即为引理所 
要求的表达式 .I 

下面的讨论需要使用幂级数理论的一点基本知识.它的严格阐 
述留到复变函数课程中去进行，这里只把结果作一介绍. 

给定幂级数 

a 0 + a x x + < 2 2 工 2 + …+ a m x m + ••- , 

设它的收敛半径为及，于是在收敛圆 \ x\<R 内它收敛到一个函数 

fix ) = a 0 + a Y x + a 2 x 2 + ••- + a m x m + •••• 

在圆4|<及内任意点 x Q ，/ Cr ) 是任意次可微的，且可对级数逐项求 
微商，逐项微商后所得新幂级数的收敛半径也是兄即当|1|<及时， 
有 

f = a 1 2 a z x + ••• + ma m x m ~ l + •••• 

/Or) 的高阶导数也同样可由逐项求高阶导数得出.于是，设上述幂 
级数部分和为 

gmix ) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••- + a m x m . 

那么，当时，有 

lim g m ( x ) = fix ) , lim ( x ) = / 0) O ). 

m-^+oo m -^ + oo 

下面给出本节主要命题. 

命题 4. 2设幂级数 

a 0 + aix + a 2 x 2 + ••- 

的收敛半径为兄又设 AeM „( C )， A 的所有特征值都在圆 \ x\<R 
内部，则矩阵幂级数 

< 2 0 五 + a Y A + a 2 A 2 + ••- 

收敛. 

证根据前面的讨论，若 A 的 Jordan 形为 



0 


、 1 0 " 

# 

# 


厂一 

A, '• 

# 


， d i —— 

••• 1 

0 

Jr- 


0 A, 

— 1 — J 


那么，我们只要证明矩阵幂级数 f 心，(£ = 1，2,…， r ) 都收敛就可以 



*§ 4 矩阵禹数 109 


m 


了.考查部分和 gm (* r ) = ^ au ： A ， 我们有 

k = 0 


m 


gm(Ji) = D a k J k i = 


k = 0 


gmiK ) 






# # # 


O 厂 1)! 


g 


( n •一 1) 


m 


a ) 


o 


设在幂级数的收敛圆 k I <及内，有 




k=0 


/( 工） =a 0 + a x x + a 2 x 2 + 


參 ## 


那么，因为 人 在收敛圆内，故序列 {“ U )} 收敛到 / u ) ;而对任意正 


整数/，序列 { Z z ) u )} 收敛到 / ( z ) a ). 于是矩阵序列心 ca ) 的极限为 


5, 


/u) 

m ) 


參 ## 


(rii — 1 )! 


/( 〜 一”⑷ 


0 


/a) 


这表示这样，我们有 


灰= 0 




k = 0 


S , 


0 


^2 


0 


S 


因而，矩阵幂级数也收敛.而且，如果对： TGM „( C )，| T |# 


k = 0 


0,有 >1=了_\/7\则 /二了- 1 ，?％故 


I I 

Yja k (T~ l J k T) 


k = 0 


k = 0 


T 


一 1 




T 


、 k^O 
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0 


= T 



S 2 



. 0 5 r _ 


根据命题 4. 2,对于圆 \ x \< R 内的收敛幂级数 

/(X) = a 。 + a x x + a 2 x 2 + ••- , 

如果的所有特征值都在圆内，那么我们约定把 

<2 。 五 + a x A + a 2 A 2 + ••- 

记做 / G 4)， 称为矩阵函数 /( X )( XeM „( C )) 在点 X = A 处的函数 
值.例如，对任意矩阵，我们有 





sin^l = A — 



• •• = 


(― iy _ _ A 2 k+i 

U ( 找 + 1 )! 


cos ^ = E ~^ A2 + ^ 一一 ■ 

而对于任意一个其特征值都在单位圆内部的复矩阵 a ， 有 

1 1 +°° /_ -I \^+i 

\ n(E + A ) = A — fA 2 + fA 3 —— = Y ； - ^ Y — A k . 

乙 d ^=1 R 

命题 4. 2 的证明过程实际上给岀了计算 /G4) 的一个具体方法.我们 
把这个方法综合成如下几个 步骤： 

1) 先求出幂级数的收敛半径及及其和函数 / Or). 

t = 0 

2) 求矩阵: TGM„(C)，|T |#0, 使: T — 成 Jordan 形： 



Vl 0 " 


、 1 o - 

J - 

J 2 

# 

# 

# 

， Ji ~ 

••• 1 


- 0 J r - 


_ 0 A, - 


并判断是否 I 入 I < CR(i = l ，2 ，…， r ). 
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3) 若 I 入 |<及(/ = 1，2,…， r)， 作 


f(Ji) = Si 


m ) Yi fa) 

m ) 



- D ! 


/( 〜 _1) a ) 


/u) 


n • X n 


S , 




Sz 


S r 


4) 写出 /(^ O^T^r- 1 ， 即为所求. 

例 4. 1 设 

_9 — 9 

A = 7 - 7 

-3 - 4 


取 


-1 - 11 — 

-1 - 2 , T 


-1 


— 2 11 - 9 

- 2 11 - 10 


— 1 


— 4 


我们有 


TAT 


一 1 


此时 


去 e 2 


因而 


0 


e 
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[14 - 16 8" 

= T ~ l e J T = y 12 - 14 8 . 

L 5 -7 6- 

在所有矩阵函数中，指数函数 〆 应用最广，所以我们在这里对 
它作一些进一步的讨论. 

1) 如果 A 相似于对角 矩阵： 




2) | e ^|= e TrM) . 




为证明这个结论，设 T—AT = J 为 Jordan 形，我们有 



显然 〆 的行列式 


e J | = |5i | |5 2 1 ••- |5 r 


= e n l A l + n 2 A 2 + … +VV = e Tr (J) _ e Tr(.4) 
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而 ，故 |〆 | = | e J | = e Tr ' I 

从这里 可知： 对任意 AGM „( C )， 〆 都是可逆方阵. 

3) 如果 = 则 〆 . e fi = e ^ +fi . 

这个结论的严格证明需要有矩阵级数的乘法理论，我们这里只 
粗略地描述一下证明的大致 线索： 


e 


A 


« 


e 


B 




r \ s \ 


A r B 


s 


= 2 j：(A + By = e A+B . I 

fd k] - 

当 A 与 B 不可交换时， 〆 • e fi —般不等于 e ^ +fi . 
根据上面的公式，我们有 

〆 • e -a = e ° = £, 


故(/)-1=^乂 

4) T ~ 1 ( e A )T = e r ~ lAT . 

这是命题 4. 1的推论.因 

e A = E + + + …， 


故 


T ~ 1 ( e A ) T = E + ^( T ~ l AT ) + ^-( HT ) 2 + … 

1! 2! 

= e T~ l AT 


上面的等式是考虑前 m 项部分和的极限，借助命题 4. 1得出的. 

5) 设 A 的 w 个特征值是 Ai ， A 2 , …， A „ ，则 〆 的 w 个特征值是 
e Al ， e A 2 ，…， e A ”. 一般地，有 /( A ) 的 w 个特征值是 /( D ，/( A 2 ) ，…， 

/a). 


这是因为，设 T ~ 1 AT = J 9 m 





114 第七章线性变换的 Jordan 标准形 


那么，我们已知/(4)=7/07)7^，故 A 与 J ，/( A ) 与 /( J ) 特征值 
相同.而 


f ( J ) 


Wi ) 


/C/ 2 ) 


且 


fUi) 


_ /a) 


m ) 


o 





关 


/ u )」 


n Xn. 


由上式知 /( J ) 的特征多项式(亦即 / G 4) 的特征多项式)为 
|A£ - /(J) | = (A - /(A 1 )) n KA- /(A 2 )) w 2...(A- /( 々 ))' 

而 J (也就是 A ) 的特征多项式为 

| XE — </ | = (A — Aj ) n i (A — A 2 ) n 2••• (A — A r )” r . 

故知 5) 中的结论成立. 

现设幂级数 

fix ) = a 0 + a Y x + a 2 x 2 + ••- 

的收敛半径为凡如果《阶复方阵 A 的全部特征值都在圆 \ x\<R 
内部，那么 

f ( A ) = a 0 E + + <2 2 >1 2 + … 

此时，按习题二第10题， W 与 A 相似，故 W 的特征值也在圆 |x | <CR 
内部，于是 /( W ) 有定义.我们有 

1) (/ G 4) V =/ G 4') ; 特别地 ，（^)'=，（V AeMAO ). 

这只要考虑部分和 


显然有 


gmM = a 0 + a x x + ••- + a m x m . 
(g m (A) ) r = (a 0 E + <20 + … + a m A m Y 


= a 0 E + 々 A ’ + … + a m A ,m = g m ( A f ). 

令肌 ― + CX3 , 则 gm (A)^f(A)Ag m (A)y^(f(A)y 9gm (A f )^ 

f ( A r ), 故上面的公式成立. 



*§ 4 矩阵函数 115 


2) 若 A 为如下准对角矩阵 


A 


A 


0 


^2 


0 


A 


那么 


f ( A ) 




V(A) 


0 


f ( A 2 ) 


0 


f ( A r ). 


这是因为对部分和 gm(x) = ao + ai ： r + …我们有 


gm(A) 




' g m ( A x ) 


0 


gm(A 2 ) 


0 


g m (A r )^ 


令 m-^+oo ( A ) 故上面公式 成立. 


3. 欧氏空间中的旋转 


本段来对欧氏空间中的旋转作深一步的讨论.一个《维欧氏空 
间内的线性变换 A ， 如果在一组标准正交基下的矩阵 A 是正交矩阵 
且其行列式为1，则称为该欧氏空间中的一个旋转.如果又有一线性 
变换它在一组标准正交基下的矩阵 S 为反对称矩阵，则称 S 为反 
对称变换.从表面上看，这两者是互不相干的.但借助矩阵函数，我们 
可以揭示它们之间存在一个深刻的联系，这是矩阵函数的一个重要 
应用. 

命题 4. 3设 A 是实数域上的 n 阶方阵，则 A 是正交矩阵且行 
列式为1的充分必要条件是存在实数域上《阶反对称矩 阵&使 A 

= e s . 
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证充分性若 A = ^ ， 则彳= ( e 5 ) r = e ( e 勺- 1 = A — 1 ， 

这表明 A 为正交矩阵，又 |A I = | e ” =^^=6° = 1( 反对称矩阵主 
对角线上元素全为0,故其迹为 0). 

必要性 考查实数域上的二阶反对称矩阵 

—「0 - 

R = ^ 

Id 0 」 

其特征多项式 | A £ —I = A 2 + t ? 2 , 有两根 Ai = it ?, A 2 = — i ^. 在 C 内尺 
相似于对角矩阵.根据第四章§ 4所指出的办法，计算 K 在 C 内特征 
向量，可得 


_ 參 • ■ 

— 1 1 

-1 

■0 

—iT 


_ ♦ ♦ ■ 

—1 1 


"-it? 0" 

. 1 1- 



0- 


. 1 1- 


. 0 


于是 



■ • 

—l 

■ 

1 

j 

■ » • ■ 

— l l 


e = 



e 




- 1 

i- 


L 1 1 

■ 



■ 

—l 

■ 

1 


■e 

-it? Q - 


■ 

——1 1 


-1 

1. 



0 e it? . 


■ 1 1- 


" cost ? —— sint ?" 
- sint ? cost ?- 


另一方面，根据第六章§ 2定理 2. 1，存在 n 阶正交矩阵7%使 

1 


T~ l AT = 


0 


Sr 


0 


■cos 资 — sin ©" 

Si = . 

Lsin 只 cos 只」 


L 5 J 

其中 因 | & I =1，故 

= \ T~ X AT \ = \A \ = 1. 

即 A !, A 2 ,-, A , 中必有偶数个一 1，设 


s 


l+j — 


—1 
- 0 




则可设 
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其中々=… = A r = l . 根据前面讨论，我们有 




如令 






而 


e R ! 
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A = TST~ l = T ^ R T~ l = e TKr = e TKP ， 

因 R !=— R ，( TRT f y = TRT = - TRT ， •故 为实反对称矩 

阵 . I 

将欧氏空间中的旋转用反对称矩阵表示，在较深入的数学理论 
中有重要的应用.而对于三维几何空间中的旋转，借助命题4.3,可 
以给出其矩阵的一个在力学中有用的表达式. 


习题四 


判断下列矩阵序列 {^ U } 是否有 极限: 
(- 1 / 


(1) A k 


k 


k 


2 


2 k -\ 
3" + l 

1 _ 3々 


(々 = 1，2，."） 


k 2 + l k + l^ 

k~ 2 sin7r 是 

LcOS7T^ 是 — 1 

. 对下列矩阵 A 计算 出 〆 : 


(2) A k 


(々=1，2，“.）. 


(1) A 


(3) A 


-1 0 

0 1 


‘0 


0-13 



"0 

1 

1" 

; (2) A = 

0 

0 

1 

01 

_0 

0 

0_ 


一 0 


1 


3. 设 A 


4 


^ C ，试计算 e 


tA 


— 2 —3 

4. 设 A 是 C 上 n 阶方阵，证明 

e lA = cosA + isinA , 

5. 设 a 是 n 阶实对称矩阵，: r 是 n 阶正交矩阵，使 

乂 


T~ l AT 




0 


义2 
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证明: 


cosAj 


cos^l = T 


cosA 2 


0 


T 


-i 


0 


sinA 


sinA = T 


sinA 2 


cosA^J 

o 


T 


一 i 


L v sinl 」 

6. 给定 

"2-2 O ' 

A . = — 2 1 — 2 ， 

0 — 2 0 - 

求 cosA 与 sin 克 

7. 设 A 是实数域上的 w 阶方阵•证明 cos (― A ) = cosA ， 


sin( —A) = —sinA. 

8 . 设 A 是实数域上的 n 阶反对称矩阵.证明 cosA 是实对称矩 
阵， sinA 是实反对称矩阵. 

9. 设 A 是 C 上的 n 阶方阵，其最小多项式为 

<p(x) = (x—XiY 1 o— 心 ) 〜 … ix—Xky k > 

其中 a ，々，•••，々两两不等. 试求 〆 的最小多项式. 

10. 考查二阶实反对称矩阵 

一 「0—01 

R = _ ) 

0」 

我们有 R 2 =- d 2 E . 利用三角函数幂级数展开式证明 

- "cos^ — sin^" 

= • 

-sind cosd- 


ii . 将实数域上的三阶反对称矩阵表为 
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0 — u V 

R = d u 0 —— w , u 2 v 2 -\- w 2 = 1. 

—— v xv 0 - 

又令 

XV 

S = v , 

-U- 

证明兄 S = 0, 且 

R 2k = (- i9 2 ) k (E - ss，y 

= (- d 2 ) k {E - 55 r ), k = 1,2, …. 

利用上式 证明： 

= cost? •£+(]_— cost?)55 r + sint? • (R/t9). 

最后，证明 eY = S . 

注在三维几何空间取定直角坐标系，设三个坐标向量为 i ， y ， 
k . 空间一旋转 A 在此标准正交基下的矩阵 A 为行列式等于1的正 

交矩阵，按命题 4. = 现设 

S = ( i ， j ， k ) S ， 

则 

AS = ( i 9 j , k )( AS ) = ( i ， j ， k、S = S. 

这表明 S 所在直线在旋转 A 下保持不动.于是 A 为空间以此直线为 
旋转轴的一个刚体旋转. 


本章小结 

本章是线性代数中较为深入的内容.在这章内，我们对复数域上 
的 n 维线性空间完满地解决了第四章§ 4所提出的问题，证明 C 上^ 
维线性空间内的任意线性变换的矩阵都可以化为一种最简形式—— 
Jordan 标准形.这一理论为我们研究线性变换的各种问题提供了一 
个强有力的工具.因而这一理论有广泛的应用.下面几点是需要特别 
提出来加以说明的. 

1) 本章不但其内容是重要的，而且处理问题的方法也是在代数 
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学中具有典型性的.在第四章§ 2我们就指出，研究线性空间（一般 
说，研究一个代数系统)有两种基本 方法： 空间分解的方法和商空间 
的方法.这两种方法在本章中都发挥了重要作用.在§ 1，我们首先用 
商空间的技巧解决了幂零矩阵的 Jordan 标准形问题，在§ 2则使用 
空间分解的方法解决了一般线性变换的 Jordan 标准形问题.因此， 
读者在学习本章内容时，应该细心体会这两种基本方法的运用.它们 
是代数学各领域普遍使用的一套处理问题的特有方法. 

2) 本章的结果虽然限制在复数域上的线性空间内才成立.但在 
一 般数域尺，特别是在实数域上的线性空间内，也常常可以使用这 
些结果.其办法是在空间取定一组基，把线性变换 A 的问题转化为 
Kin 阶方阵 A 的问题，然后把 A 看做复数域上的矩阵，使用 A 的 
Jordan 标准形处理有关问题，得到解答后再把结果返回到 K 上去. 
在第六章§ 2处理正交变换时已经使用了这种方法，在§ 3我们处理 
K 上矩阵的最小多项式又使用了这种方法.这也是代数学中普遍使 
用的一种方法，读者应给予足够重视. 

3) 本章§3, §4是 Jordan 标准形的两个重要应用.特别是§4 
矩阵函数的理论是数学分析和代数学理论互相渗透、综合应用的一 
个优秀范例.随着数学理论的逐步深入，分析、几何、代数这三门课的 
知识将日益紧密地结合起来.只有学会综合运用数学基础理论中这 
三个主要支柱的知识，才有可能解决较为重大的理论与实际应用的 
课题.关于这一点，我们将在第十一章作进一步的研讨，希望读者也 
给予充分注意. 



第八章有理整数环 


我们在本书的开头已经指出，在历史上，代数学是从研究数及其 
加、减、乘、除四则运算中产生和发展起来的.在前七章，从线性方程 
组的理论入手，逐步深入地阐述了一类最初等的代数系统——线性 
空间，研究了这类代数系统及其相互关系（线性映射特别是线性变 
换)的基本理论.从本章开始，我们要返回到代数学的原始出发点上， 
从另一个角度逐步深入探讨数及其运算的理论，而且 阐明： 从这个 
角度着手研究，也同样归结为研究一类新的代数系统，也就是说，同 
样引导我们进入现代的代数学领域. 


§1有理整数环的基本概念 

全体整数所组成的集合，是所有数系的最根本的出发点.在整数 
集合内，有两种 运算： 加法和乘法，而且它们满足如下几条基本运算 
法则： 

1) 加法满足结合律： <2 + (^+ c ) = Ca ~\~ b ) + c ； 

2) 加法满足交 换律： a + b = b + a ; 

3) 有一个数0,使对任意整数 a ， 0 +a = a ； 

4) 对任一整数〜存在整数心使 = 

5) 乘法满足结 合律： a ( bc ) = ( ab ) c ； 

6) 有一个数1，使对一切整数 a ， 有1 = 

7) 加法与乘法满足分 配律： a ( b + c )= ab + ac ； 

8) 乘法满足交换律以=化； 

9) 如果 则以#0. 

前面已经指出，如果一个非空集合，其中定义了若干种运算，并 
满足一定运算法则，那它就是一个代数系统，即代数学的一个研究对 
象.因此，全体整数加上其中的两种 运算： 加法与乘法，以及它们所 
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满足的上述九条运算法则，就成为一个代数系统，我们把这个代数系 
统称为有理整数环，并固定用空体字母 z 代表它. 

对任意 z ，按运算法则 （4) ，有 Z ，使 b + a = 0,b 称为 a 
的负数，记为一 a . 有了负数的概念， Z 内加法就有了逆 运算： 减法. 
对任意 aZ ，定义 <2+( — b )= a —这就是 Z 内的减法运算. 

当然，应当说明，现在 Z 内的加法与乘法都是具体的数的运算， 
所以上面九条法则(就像向量空间中向量加法、数乘所满足的八条运 
算法则一样），是可以从逻辑上加以证明的，并不是当作公理来定义 
的.但是上面概括的九条基本法则，是我们通常习惯使用的有关整数 
的各种理论知识的基础.在中、小学的课程中，读者已经对它们十分 
熟悉，这里仅作概要的阐述，不再仔细讨论. 

从上面指出的九条基本法则，我们立即发现， Z 内的加法和乘 
法有一个根本的不同点：对任意 aG Z ，一般不存在 Z ，使仏= 

1. 于是 Z 内乘法没有逆运算，即对任意 a 、 h 乞 1 L ，~|■不一定有意义. 

由于这个根本区别，就产生了有理整数环中一个新的理论课 题：整 
除性理论. 

1. 整除性理论 

定义任给 a、hfTL 若存在 Z 使 a = ~ ，则称6整除 
a ，记做6 k . 这时称 a 是6的倍数，而称6是 a 的因数.若不存在满足 
上述条件的 g ， 则称6不整除 a ，记做6 t a . 

上面的定义体现了有理整数环与数域的根本性区别.由此就产 
生出有理整数环内-^系列新的研究课题. 

整除关系显然有下列 性质： 

1) 若关0,则 |6|<| a |. 因此，任一非零整数只有有限多个 
因数； 

2) 若则 c\a; 

3) 若 c | a ， c | △，则 c | (ax+by) ,V x，ytTL ' 

4) 若则反之亦然. 

下面的命题是基本的. 
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命题 1 . 1 ( 带余除法）对任意 a AG Z ^0,唯一存在两个数 
q ' rt % ，满足 

a = bq + r y 0 ^ r < \b\. 

证先证明 g 和 r 的存在性.如果6>0,考虑整数序列 

…， 一 3b 9 — 2b 9 一 6 ， 0 ， 2 办， 3 办，…， 

则 a 必落在序列中某两项之间.故必定存在 Z ，使得 qb‘a< 
(g + 1) △•令 r = a — 如，则有 

a = bq -\- r, 0 ^ r < 

如果6<0,我们有 

a = q\b\ + r = ( — q)b + r ，0 ^ r < \b\. 

再证明 g 和 r 的唯 一 性.设另有 f ，〆 G Z 使 a = bq' + r r , 0^ r r 
<\b\M 

bq -\- r = bq' 十 r f • 

进而得到|办 I \ q ~ q ' I — \ r 一 〆 I .如果 q ^ q ' ，则等式左端 > |办 |. 但由 
0<^/< 可得等式右端 < 4 I .这个矛盾说明 g ，从而 r = r ' ， 
定理得证 .I 

定理中的 g 和 r 分别称为 a 除以6得到的商和余数 . 带余除法是 
处理有理整数环内许多问题的有力工具，读者必须给予足够的重视. 
定义 设且不全为零.如果 | a，d |6,则称 d 为 

a ， b 的公因数 . 

显然 a 4只有有限多个公因数.称其中最大的一个叫做 a ，6 的 
最大公因数，记做 

如果 ( a ，6) = l ，则称互素 . 

对々个不全为0的整数 fll ， a 2 , …，心，同样定义其公因数及最大 
公因数 ( A ， a 2 , … ,a k ). 若 ( q ， a 2 , … 9 a k ) = l ，则称 q ， a 2 , … ，心 互素 . 

若 d 是 a j 的公因数，则 一 d 也是 a j 的公因数.因此 ，〜 6的最 
大公因数必为正数.又，显然有 (a,b) = ( \a\ , |^|).这样，在求 a ， 办的 

公因数时可以只考虑非负整数. 

给定整数 a ， △，办 #0且 a = 6 g + r ，$! j ( a ，6) = (6， r ). 

这事实的证法 如下： 

因 ia y b) | a , (a 9 b) |办 ， r = a — ~，有 ( a ，6) | r . 所以 （ a ，△)< ( 办， r ). 
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同理可证(办， rX ( a ， 办)•故 ( a ，6) =( 办， r ). 

上面的简单事实可以用来计算两个整数的最大公因数.给定非 
负整数 a ， b ， 若 a，b 中有一个为0,譬如6 = 0，贝 ! J (a ，办） == a . 于是不妨 
设 0<6< a . 做带余除法，•若0 = 0,则 （ a ，6) = 
{ b , ri )= b . ^ r ^ O . 则再做带余除法 

b = nq 2 + r 2 ， 0 < r 2 < r l9 

r \ = r 2 qz + r 3 , 0 < r 3 < r 2 , 


^"n— 1 ^nQn-\-q I 厂 n+1* 

因为0>^ 2 >厂 3 >…>0,所以经有限? 1 步后必有 r n+1 = 0. 这时， 

( a , b ) = = 0” r 2 ) = ( r 2 , r 3 ) = ••• = ( r n - 1 , r n ) = r n . 

这种算法叫 Euclid 算法，也叫辗转相除法. 

给定两个非零整数是一个整数，且 a | m ，6 | m ， 则称 m 
是 a ， b 的一个公倍数. 若 m 是 a ， b 的公倍数，则一 m 也是 的公倍 
数.显然 ，士 是的非零公倍数.在的全体公倍数中的最小 
正整数(它显然存在而且唯一)称为 aj 的最小公倍数，记做 [ aj ]. 

2. 有理整数环的理想 

在第四章我们指出，研究线性空间的一个基本方法是讨论它的 
各种子空间.这个方法同样用来研究有理整数环.下面给出与子空间 
地位大致相似(但不是完全一样)的概念. 

定义设/是 Z 的一个非空子集，且满足如下 条件： 

( i ) 若 则 a — J ; 

( ii ) 若 aGJ ， 则对任意 Z 有 MGJ ， 

则/称为 Z 的一个理想. 

显然，单由0组成的子集 {0} 及 Z 自身都是理想.这两个理想称 

为平凡理想， {0} 称为零理想. Z 的其他理想称为非平凡理想. 

任给 Z ，定义 

( a ) = { ka\k G Z } ， 

即由 a 的全体倍数所组成的子集. U ) 显然是一个理想，称为由 a 生 
成的主理想.易知（一 a ) = Gz )， 所以只需考虑由非负整数生成的主理 
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想就可以了.显然（0) = {0}，（1)=2为平凡理想，其他主理想均为 
非平凡主理想. 

我们有以下两个简单 事实： 

1) ( a ) G ( W 且（6)关{0 }㈡ 

这是因为6 ib)<^a = bc . 

2) ( a ) = ( b )^=^ a == : tb . 

这是因为，由 = 又由 （6) G ( a ) =^>6 = ad ，故 4 = 
adc . 若 a = 0, 显见 6 = 0; 若 < 27 ^ 0 ,则 < ic = l ， 于是 c =± l ， 因而 a = 
士办. 反之，若0=士6，显然有(^) = (6). 

从简单事实 1) 立即 推出： d 是的公因子的充分必要条件是 
( a )^( d ) 9 ( b )^( d ) ; m 是 a 4的公倍数的充分必要条件是 

( m )^ U ), ( m)G ⑹. 

命题 1.2 设 J 是 Z 的一个理想，则存在非负整数〜使/ = 
U ) ，即 Z 的所有理想都是主理想. 

证若 J 是零理想{0}，取 a = 0 即可.现设7关{0}，于是 J 中必 
有非零之整数.若 A 则 一6=( — 1) • 现令 a 为 J 中最小正 
整数，它显然存在而且唯一.此时对任意々6 Z 都有 kG 厂于是 U ) 
〔/，反之，设6为/中任一整数，按带余除法，有 Z Atb = qa 
+ r ，0< r < a . 因 r = 6 — 由 a 的最小性知 /*=0.故6 = %6 

( a ). 于是 /= ( a ). | 

理想在 Z 中的地位大致相当于线性空间中子空间的地位.在第 
四章§ 2已指出，研究子空间的交与和是很重要的.现在我们也需要 
研究 Z 中两个理想的交与和. 

给定 Z 的两个理想 A ， J 2 ，则： 

1) 它们的交集 AAA 也是 Z 的理想，称为此两理想的交. 

下面验证此结论.首先，由命题 1. 2易知 oe / i ， oe /2, 故 0 GA 

flA ， 即 hDh 非空. 又设 a ，6 e / ifV 2. 则因故 a — 66乃，同 
理 a — 66^2,于是有 a — b ^： Iif ] It ， 对任意整数々，有 ka ^ zl \ fka^zlif 
故蚣 e 八 n / 2 ，于是 a n / 2 为 z 的理想. 

2) 定义 

7 X + / 2 = {ai + <2 2 |<2i 6 /”a 2 G A}. 
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则 / 1 +/ 2 也是 Z 的理想，称为 J \ 山 的和. 

下面验证此结论.首先，显然非空.若 a ， 66A + J 2 , 则有 

(2 = (2i ( 22 ， l? = l?i ~j~ l ? 2 (^19^1 ^ -^19^2 9^2 ^ -^ 2 ) • 

于是 

cl — b = (ai — bi) (a 2 — b 2 ), 

现在 ai — b \ G /1 >< 2 2 — 626 / 2 ,故 a — 6G / i +/ 2 * 又对任意整数々，有 々 a 
= 々< 2i +々 a2 ，现在 ka\ 6 1\ ，々 <22^/2, 故 々 aeA+A ， 这表明确为 
理想. 

理想的交有重要应用，下面是一个例子. 

设 a ， b 是两个非零整数，按命题 1 . 2 ,有 

(a) f| (^) = On). 

这里设 m ^ O . 于是 ( m ) G ( a ) ，即 a | m ，（ m ) G ( 6 ) ，即 6 | m ， 于是 m 为 
a，b 的公倍数.对的任一公倍数，有 ( mDGU ) ， ( mi ) G ( 6 ) ， 于 
是 f | { b ) = { m ). 因为必有非零公倍数(例如，故可 
设 rni / O , 由上式知 w / O , 于是 m Im ^ 这表明 m 为 a ， b 的最小公倍 
数.这就是说，最小公倍数可用理想的交来刻画.由此还知的任 
意公倍数都是最小公倍数的倍数. 

两个理想的和也有重要应用，下面的命题说明了这一点. 

命题 1.3 设是两个不全为 0 的整数，则 U ) + «0 = W )， 
其中 ia ， b) 为 a，b 的最大公因数. 

证已知 ( a ) + ( 6 ) 为理想，按命题 1 . 2 ,有非负整数 A 使 U ) + 
( 6 ) = W ). 因 U )， ⑹不全为⑻，故 W )#{ 0 } •从而 d 为正整数.又 
02)。(心（因（6)中含0)，（《。(^)(因02)中含0)，于是3|〜46，即 
d 为的公因数.现设 为 a，b 的任一公因数，则, (b) 
G Wi ) ，从而 

(d) = (a) + (b) ^ ⑷）， 

这又表明 A IA 于是 d 为 a ， b 的最大公因数 . I 

上面的命题表明最大公因数可用理想的和来刻画.这个命题同 
时也证明 a ， 6 的任意公因数都是其最大公因数 d 的因数. 

推论 1 设 a ， 6 是两个不全为 0 的整数，令 ( a ，《，则存在〜 
K Z ，使 
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ua vb = d. 

证因 W ) = ( a ) + (6) ，故有 

d = ua vb, I 

推论 2 设 ad 是两个不全为 0 的整数，则下面命题互相 等价： 

( i ) a ，6互素 ， Bfl ( a ，6) = 1; 

( ii ) 有 Z ，使 ua~\~vb= 1 ； 

( iii ) ( a ) + (6)= Z = (1). 

证 （ i ) o ( ii ): 由推论 1 立知. 

( ii ) =^ ( iii ) :若 = 1 ，因 ua G ( a)，vbG (6) ，故 1 G ( a ) + 

ib ) ，于是 Z = ( l ) G ( a ) + (6 )G Z ，故有 ( a ) + (6)= Z . 

( iii ) =^( i ) :设 ( a ，6)=( i . 由命题 1. 3 知 

(1) = Z = (a) + (b) = (d). 

现在 （1) = W ) ，且 < i >0, 故 = l ，即 a ，6 互素 . I 

推论 3 设 Z ，< 27 ^ 0 .若< 2 |&，且(^， 6 ) : = 1 ，则 a \c. 

证设&=々〜因(^，6) = 1，按推论2,有 Z ，使 ua+vb = 
1，于是 

c= c{ua + vb) = cua + vbc 
=cua + vka = a(cu -\- vk). 

故 I 

3. 因子分解唯一定理 

在正整数中， 1 的正因数只有 1. 而除 1夕卜， 所有其他的数都至少 
有两个正因数，即1及其本身.我们称恰有两个正因数的正整数为素 
数 ，而称具有多于两个正因数的正整数为 合数. 

例如，2,3,5,7，11，13，17，19，*“为素数，4,6,8,9，10，〜为合数. 
命题 1. 4 设 p 是素数，且 Z •若则或户|6. 

证因只有两个正因子1和 户 ，故 (户， 或1.若 (/>， a ) = 
户，则 p \ a . 而若(户，^) = 1，则由上面的推论3,有户|6. | 

推论 若素数 /> 整除，则整除某个因子 a :. 

素数在有理整数环的乘法理论中起着关键性的作用，下面的定 
理就体现了这一点. 
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定理 1. 1( 算 术基本定理） 任一正整数 n > l 都能表成若干素 
数的乘积 

n = p\pz … Ps ， piii = l ，2，"*， s ) 为素数， 

并且若不计 A 的排列次序，上述表法唯一. 

证 先证明存在上述分解式.对 n 用数学归纳法.当 n = 2 时，结 
论显然成立.故可设 〃>2,并设结论对 < n 的正整数已经成立.若 w 
是素数，则 n = p 即所求的分解式.而若 w 为合数，则 n = kl ， \<ik，l 
<n. 由归纳假设，々，/均可表成若干素数的乘积，当然 w 也有这样的 
分解式. 

再证唯一性.若又有 

n = q \ q 2 … Qt，qM = 1，2,…， f ) 为 素数. 

由命题 1. 4的 推论九 必整除某个^不失普遍性，可设户! |心.因外， 
qi 都是素数，故得/&于是 



Pi 



•仏. 


由归纳假设，对 f •成立分解式的唯一性，从而得到 n 的分解式的唯一 

Pi 

性 . I 

有了定理 1. 1，每个>1的正整数 n 都可唯一表成 


的形状，其中勿是素数，而，…，&是正整数•这叫 
做 n 的素因子 标准分解式. 上面的定理又称为正整数的因子 分解唯 

一 定理. 

对素数的研究是有理整数环理论中一个十分重要，成果十分丰 
硕的领域.我们这里不可能详述，只能介绍下面一个最基本的定理. 
命题 1.5 存在无限多个素数. 

证 用反证法•若 p \< p 2 〈… 〈 pN 是全部素数，则 a = p ' pz … 
Pn+1 是合数.设是 a 的一个素因子，则存在某个吏 
p = pi- 于 是户丨 （a — 九…/^) ， 但 a — />广*/^=1 ， 矛盾. I 


习题 一 


1. 设是正整数，证明 ( a ，6)[ a ，6] = a 6. 


130 第八章有理整数环 


2. 设/ 1 ，/ 2 是2的两个理想，定义 

n 

IJ 2 = { l a, G 6 h^n = 1 ， 2,… } • 

r = l 

证明 / J 2 也是 Z 的理想，称为理想 a ， j 2 的 乘积. 

3. 证明 （ a ) (6) = ( a 6). 

4. 如果是一个素数，则 (/ O 称为素理想. 

证明对正整数 a > l ， U ) 是素理想的充分必要条 件是： 若有整数 
工，: y ， 使 xy ^：{ a ) ，则必有 ( a ) 或: y 6 ( a ). 

5. 设 n 是大于1的正整数，证明 

O) = {piY l {pzY z *^{pkY k j 

其中九，外，…，外为互不相同的素数，化仏…心为正整数•上述分 
解式如不考虑素理想的排列次序，则是唯一的. 

6. 设 Z 内有一理想 J 关 Z ，且 J 极大，即如果又有理想 JgJ ， 则 
必 Z . 证明 J 为素 理想. 

7. 如果 Z 内有一个理想升链 

( a !) ( a ?) ( a 〗） L = ••• ， 

证明存在正整数々，使 ( A ) = (以 +1 )= ( ❼ +2 ) = 〜. 

8. 设 / 1 ，/ 2 ,…，厶是 Z 的理想，证 明： 

CD AHArv - nA 也是 z 的理想 ； 

(2) 定义 

A + A + …+ A = {<^1 + a 2 + ••• + ak \ o，i 6* H 
证明它也是 Z 的理想. 

9. 给定整数(^，心，…， A ， 设 

( a !) + ( a 2 ) + …+ { a k ) = { d ) , 0. 

证明： 

(1) 当 ai ， a 2 , …，心不全为0时 

(2) 当 a !， a 2 ，…， A 不全为0时 ， <i | a ,(/ = 1，2,…，々）；如果又有 
di^Ojdi | a t G = l ，2,…，々 ） ，则 di \ d.d 称为〜 ， a 2 , …， A 的最大公因 
数，记做 (〜 a 2 ，•••，“々）• 

(3) 若化，(22,…，似不全为0,证明存在整数 A ， W 2 , …使 

u x a x + w 2 a 2 + …+ u k a k = 0” a 2 , …， A ). 
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10. 若 ai ， a 2 , …，心 - i 是不全为零的整数，以 G Z . 证明 

((ai ， a 2 ， … ，❼ - 1) ，❼ ） = (ai ， a 2 ， … jak)- 

11 •设 

a = … 价 、 b = p[\p[ l … pi k ， 

其中 p \， p 2, …， pk 是互不相同的素数 W 2, …， G ，/ l ，/2, …， / a 是非 
负整数.试求 ( a ，6) 及 [ a ，6]. 

§2同余式 

在第四章§ 2中我们又指出，研究线性空间的另一种重要方法 
是研究商空间.为了研究商空间，我们先要把线性空间 F 中的向量 
按其子空间 M 划分为同余类，即若《 — /? GM ， 则称与《模 M 同 
余，记做 /?= a(mod M ). 在 Z 中，理想大致相当于 F 中子空间，因此， 
对 Z 中整数，我们可以按同样的办法，对其某个理想 J 进行分类. 

定义设 m 是一个正整数，若 a ， b ^： 2，且6—^€(所），亦即 
m | ( b — a ) ，则称办与 a 模 m 同余，记做6 =^ (mod m ). 

在这里，由于一个理想由其生成元 m 唯一决定，所以我们不必 
写 b = a ( mod ( m )). 若使用带余除法，设 

a = mq Y + r l (0 ^ rj < m ) , 
b = mq 2 + r 2 (0 ^ r 2 < m ), 

则 b—a = m { q 2 — q \) + { r 2 — ri)^m | (6_ a ) 等价于 = n •故模 m 

同余就是它们用 m 作带余除法所得余数相同. 

整数模 m 同余显然满足如下关系. 

1) 反 身性： a = a{mod m ) ； 

2 ) 对称性：若 & Ea(mod m )， 则 < 2 = 6 (mod m ) ； 

3) 传 递性： 若 a 三 6 (mod m ) ，6三 c(mod m ) ，则 

< 2 = c(mod m )• 

因此，整数模 m 同余是一个等价关系， Z 关于这个等价关系划 
分为等价类，给定整数 a ， 所有与 a 模 m 同余的整数属一个类，称为 
以 a 为代表的同余类.显然，这个同余类是 

a + ( m ) = {a -\r km \ k G Z }. 
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这里也有与线性空间模子空间 M 的同余类相似的两条 性质： 

1) a-^ (m)^==^>b=a(mod (m) =a-\- (m). 

这是因为： 6G<2 + im)^==^b = a-\-mk^==^m \ (b — a) , 又因为 b~\~ 

(m)^a + a + 三 a (mod m) ，同理， < 2 + (m)d? + 

Cm)^=^a=b(mod m) ，故 6 + (m)=a- {- (m)^=^b=a(mod m). 

2) 若 a+(m) 古 6+(m) ， 则其交为空集 . 

因若 ( a +( m )) f | (6+( 讲 )） ，则由性质 1) 立知 

(2 + (m) =c+ (m)=b- {- (m). 

考查如下 m 个互不相同的模 m 同 余类： 

0 + (m)， 1 + (m)， 2 + (w)，•••, m — 1 + (m). 

任给 a G Z ， 设 a = mg+r(0<r<Cm) ， 即 a=r(mod m) , 于是 a+ (m) 
= r+(m) ( 见上面性质 1)). 因此，一共有 m 个互不相同的模 m 剩余 
类 . 我们把 r+(m) 简记为则上述 m 个剩余类为 

0,1 ， 2，…， w — 1. 

命题 2.1 设 m 为正整数 . 下面命题 成立： 

(i) 若 61 三 ai(mod m) ， 6 2 三 a 2 (mod m )， 则 

b\ H" bi d\ <22(mod w ) ， 
b\ — 62 ci\ — cii (mod 772 )， 
b\bi ^1^2 (niod i 7 i ) . 

(ii) 若 ac=bd(mod m) f c=d(mod m) ，且 （ m ， c) = 1 ，则 

a=b(mod m). 

证 (i) 现在 +kim 9 b 2 = a 2 + 々 2 所，则办 i = A ±a 2 

+ ( 々 i± 々 2) 讲 9 bib 2 = aia 2 + (aik 2 -\-a 2 ki+kik 2 m)m . 故命题成立 • 

(ii) 现在 = ，故 

(a —— b)c= ac —— be = ac —— b(d + k x m) 

=ac —— bd —— bkitn = km —— bk'm 
=(k — bki)m. 

于是 m|c(a —6) • 但 (m ， c) = l . 由命题 1. 3 的推论 3 ，m 丨 ia~b) ,BP 

a 三 6(mod m). | 

在研究线性空间 F 对子空间 M 的商空间时，我们在模 M 的剩 
余类间定义加法与数乘 . 现在对 Z 内的模 m 剩余类，我们也类似地 
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定义其运算. 

1) 加法： （ a +( m )) + (6 十 （ m ))= a +6+( m ); 

2) 乘法： ( a + ( m ))(6+( m ))= a 6+( m ). 

现在我们也需要验证这定义在逻辑上无矛盾.设 a + ( m)=Y 
+ ( m ) y b -\- ( m ) = b ' + ( m ) ， 则 

a = a ! (mod m ) , b 三 b ’ (mod m ). 

按命题 2. 1，有 a , b = a f b f (mod m ) 9 ub ^^ a ! b 1 (mod m ). 这表明 
a ' -\- b r + ( m ) = a -\- b ~\- ( m ) 9 a r b f -\- ( m ) = ab + ( m ). 故上面定义在逻 
辑上无矛盾. 

上面定义的运算显然满足如下运算法则： 

1) 加法有结合律，即 （ a +( m )) + (6+( m ) 十 c +( m )) = 

( a + ( m )+6 + ( m )) + ( c +( m ))； 

2) 加法有交换律，即 ( a + Cm )) + ( b + ( m )) = ( b + ( m )) 

+ ( a +( m ))； 

3) 加法有零兀素，即 （0+ ( m ) ) + (a + ( m ) ) = a ~ {- ( m )； 

4) a + ( m ) 有负元素，即 （一<2+ ( m )) + ( a + ( m )) = 0+ ( m )； 

5) 乘法满足结合律，即 [(a + ( m ))(6+( m ))]( c +( m )) = 

(a + (m))[(6 + (m))(c+m ))]； 

6) 加法与乘法满足分配律，即 

(a + ( m ))[(6 十 ( m )) + (c + ( m ))] 

= (a + + (m)) + (a + (m))(c + (m ))； 

7) 乘法满足交换律，即 

(a + (m)) (6+ (m)) = (6+ (m)) (a+ (m ))； 

8) 乘法有单位元素，即 (l + ( m ))( a +( m ))=^+( m ). 


1. Euler 函数 


定义 设 m 是一正 整数. 如果 a G Z ， （a，m) = 1 ，则 a + (m) 称 
为与 m 互素的剰余类. 在全部模 m 剩余类中，与 m 互素的剩余类的 
数目记做〆 m) ，称为 Euler 函数. 

Euler 函数有许多重要的应用.我们先来指出一个简单的事实. 
设 
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r x + ( m ) , r 2 + ( m ) ,••• , r t + ( m ) (t = < p ( m )) 

是全部互不相同的与 m 互素的剩余类，又设 々 G Z ，(々， m ) = l ， 则 

kr 1 + ( m ) y kr 2 + ( m ) ,••• 9 kr t + ( m ) 

也是全部互不相同的与 m 互素的剩余类.其所以如此，是因为 
( n ， m ) =1，故 Or ,， m ) = l ， 即 々 r , + ( m ) 为与 m 互素的剩 余类. 又若 
kri ~\~ ( m )= krj + ( m ) ( z . T ^) ，则 kri = krj(mod m )， 由命题 2. 1，有 r ,= 
r^Cmod m ) ，从而 r { + im ) = rj + im ) ，与假设矛盾 • 

命题 2.2( Euler 定理）设々是与正整数 m 互素的整数，则 

々咖）三 l( mo d m ). 

证 设全部互不相同的与 m 互素的剩余类是 

ri + ( m ) , r 2 + ( m ) ，…， 十 （ m ) ， t = < p ( m ), 

则 


kr x + (m) , kr 2 + On) ， … ， kr t + (m) 

与上述 £ 个剩余类仅是排列次序不同而已，所以把它们连乘起来应 
当相等，因而有 

t t t 

Yi ^ + (所）= n ( r , 十（所）） =+ (饥）） 

4 4 « 


t t 

= PJ 是。 + (m) = Vjjr: + (m). 

1 = 1 7 = 1 

于是 


] J [ r z = ]^[ r,(mod m). 

/=i t=i 

因 O t ， m ) = l ， 故 ( nr 2 … n ， m ) = l . 按命题 2. 1 的 ( ii )， 有 

k l = 1 (mod m ) ， 

现 f = ，故命题得证 . I 

推论 （Fermat 小定理）设户为素数，若/ > 不整除整数々，则 

^ _1 = l(mod p ). 

证 模的户个剩余类，除 0+(/0 外，均为与 /> 互素的剩余类， 
即 〆 />)=/> —1，现在有(户，々）= 1，由 Euler 定理即知本命题成立 . | 
下面来给出 Euler 函数 f ( m ) 的表达式. 

命题 2. 3设 mi ， m 2 是两个正整数， ， m 2 ) = l •则 
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nm 2 + r 2 m x + 


(r 1 = 0，1，2,…， — 1 ； r 2 = 0，1 ，2,…， m 2 — 1) 

为全部互不相同的模 m im 2 的剩 余类. 

证所给剩余类有饥^ 2 个，只要证两两不同.若 

rim 2 + r 2 m l + (m^g) = r[m 2 + r 2 m x + (m^g) , 

其中•此时有 

rim 2 + r 2 mj = r[m 2 + r 2 rrii (mod rriim^) , 

从而 

r i m 2 + r 2 m ! = r\m 2 + r 2 rri\ (mod mi). 

由上式立知 rim 2 = r 1 m 2 (mod ) ，因（叫，^^ ) = 1， 按命题 2. 1 的 

( ii ) , ri=ri (mod mi ) ，于是 r x =r\, 同理 r 2 = r 2 , | 

命题 2. 4 设 mi , m 2 是互素正整数，则 

cpim^) = <p(mXm 2 ) • 

证设与互素的剩余类全体列举 如下： 

ri + ( mj ) , r 2 + ( m ^ ,••• 9 r s + ( m ^ , s = pOn。• 

又设与 m 2 互素的剩余类全体列举 如下： 

1\ + (m 2 ) ，/ 2 + (m 2 ) ,••• ,l t + (rn 2 ) , t = 9(m 2 ). 

来证 

riin 2 + + 

H = 1 9 s；j = 1，2,…， ,） (1) 

恰为与 mim 2 互素的剩余类的全体. 

( i ) 先证用反证法•若设 d 有 
一素数因子户，则户由命题 1. 々，户丨/^或户| 
m 2 - 若 丨 ，又因户 I ( r t m 2 + /> mi ) ，故户丨 r , m 2 , 又（/ >， m 2 ) = l ， 因而 

户 In ， 于是 n 与不互素，矛 盾. 同样，如假定/> | m 2 也导出矛盾•这 
表明必有 d=l. 于是 nmz+Lmi + CmimD 是与 mim 2 互素的剩余类. 

( ii ) 再证若^2 + //^+ ( mim 2 ) 为与互素的剩余类，必定 
( r , mi ) = l , ( Z , m 2 ) = l . 用反 证法. 设 r ， mi 有一公共素数因子户，由 

p \r 9 p Im ! 知户 | (rm 2 +lmi) ，又 户 | mim 2 >-^ (rm 2 +lm 1 , mim 2 ) = l ^ 

设矛盾.同理 ( Z ， m 2 ) = l . 
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( iii ) 在命题 2. 3中已排出全部模 mim 2 的剩余类，其中与 mim 2 
互素的恰为式 (1) 中列举的 W 个，于是 

命题 2. 5设正整数 n = />?/>?•••/>? 为 n 的素因子标准分解式， 
则 


<p{n) = n 



证 按命题 2. 4,有 

<P(n) = • 

对素数/>，应有 < pip e> ) = p e — p e ~ l = p e [^ 1 —. 这是因为模 〆 的剩余 
类的全体是 


0 + (，），1 + (，），…，， 一 1 + ( 〆 ）• 

若 (2+ ( 〆 )与 〆 不互素，则 /) |(2,而 0^ a </) e . 显然(2=吵，其中 

q = 0，1，2,… ，（/> e_1 — 1) 

共 个，故 一 ， _1 . I 

最后，我们 指出： 由于(0，1) = 1，故 f ( l ) = l . 


2. 中国剰余定理 


现在我们介绍一个在代数学与数论中起重要作用的定理. 

定理 2. 1( 中国剰余定理） 设叫 ， m 2 ，…，是々个两两互素的 
正整数.任给々个整数^ ，心， …，以，必存在整数: r ， 使 

x = a r (mod m{) {i = 1 ， 2 ， … ，々 ）• 


证 定理分两步证明. 

(0 对一固定的 f •当•时 ，（ m ,， m ,) = l ， 按命题 1. 3的推论2, 
有 UjjVj ^： Z ，使 巧 my=l •令 


另一方面有 


k 

= 1 = 0(mod mi) (/ ^ i). 

>=i 

j^i 



k 

n(i — UjTTli ) 


= 1 + qiTtii. 
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( ii ) 利用上面得到的 wi ， w 2 , …，构作整数 

k 

X = 〉 jCljWj. 

)=1 

当时，外 | w,，sp = 而則=1+%外，代入上式得 

x = 了 ] ajqjtni + <2,(1 + = a { (mod rrii). 

定理 得证 . I 


习题二 

1. 设 m 是一个正整数 ， ae Z. 证明： 存在 : ce z 使 

ax=l{mod m) 的充分必要条件是 (a ， m) = 1. 

2. 设 /> 是素数 . 证 明： 对任意整数化，心， … ，山，有 

(<2i + a 2 + …+ a k y 三 < 2 ( + 4 + …+ a p k (mod p). 

3. 设 m ，； 2 是两个大于 1 的整数，令 ^ 为 (m ，； 2 ) 的不同素因数的 

乘积 ( 若 ( 肌， 72) = 1 ，则令 M=l ) .证明 
% 

<p(mn) _ 

<p(m) <p(n) (plu)’ 

4. 设 m 是一个合数 . 证明存在 a，bG Z 9 m \ a 9 m \ 使 

(<2 + (m)) (6+ (m)) = 0+ (m). 

5. 求整数使 

5a 三 6 (mod 12) ， b 2 = l(mod 12). 

6. 试计算 f(12) ， f(26) ， f(81) ， f(100). 

7. 求整数 : r ， 使 

x = l(mod 4) , x 三一 3(mod 7) ， x = 2(mod 15). 

8 • 设 m\ ， m2 ， “ ， m k 是两两互素的正整数，又设 A ， <2 2 ，…， G 
Z . 如果 Xjy ^： Z 满足 

x = a,(mod m,) (/ = 1 ， 2 ， ••• ，々）， 

y = a,(mod mC) (z = l ， 2 ， ••• ，々）， 

贝 ! J x=3；(mod mimz^'rrik)* 

9. 给定整数系数多项式 + + 为正 

整数，在 0 ， 1 ， 2,… ， m_l 中满足同余式 
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/(a) = 0 (mod m) 

的数 a 的数目记为 F ( m ). 如果 m ^ rm 为互素正整数，证明 

F(mim 2 ) =F(mi)F(m 2 )- 

10 . 设/>是一个素数， n 是正整数且〃</>.给定整系数多项式 
fix ) = > 2：” + ^2 1< 2：” _1 +〜+〜，如果存在两两不等的整数 bub 2 j ^* jb n j 
0<心</>，使/>|/(&)(/=1，2，〜，72)，证明/)整除多项式 

/O) — (x — b Y )(x — bO …、 x — b n 、 

的所有系数. 

11 . 证明 Wilson 定理： 设/>是素数，则 

(/> — 1) ! =— l(mod p). 

§ 3模 m 的剩余类环 

一个线性空间 F 模其子空间 M 的商空间 WM 是由所有模 M 
的同余类 5= a + M 组成的.现在我们把这一思想应用到有理整数环 
Z 中来. 

定义设 m 是一个正整数，定义 

Z / (m) = {a + (m) \a G ^ }. 

在 Z /( m ) 内按 § 2 中所指出的办法定义加法、 乘法： 

(a + (m)) + (6 + (m)) = a b -{m ), 

(a + + (m)) = ab + (m ) ， 

此两种运算满足 § 2 中所指出的八条运算法则，于是 Z /( m ) 成为一 

个代数系统，称为 Z 模理想 ( m ) 的剩余类环或 Z 模理想 ( m ) 的商环. 
定义(<2+ ( m )) + (― 6+ ( m )) = (<2+( m )) — (6+( m ))， 称之为 

Z /( m ) 内的减法 运算. 

将模 m 的剩余类 a +( m ) 记做那么 Z /( m ) 中的运算可以写 

5 定 a-\-b=a-\~bj a • b =ab, 

注意现在 Z /( m ) 中的元素已经不是普通的数.它们的加法、乘 
法也不再是数的加法、乘法.这样，我们又一次跳出数及其四则运算 
的框框了. 


在 § 2 中已指出， Z /( m ) 恰有 m 个不同元素，即 

^ / (m) = {0,l,2,*^,m — 1} , 

其中万称为 Z /( m ) 的零元素， T 称为 Z /( m ) 的单位元素，它们在 

Z /( m ) 的加法、乘法中起着与 Z 中 0，1 相类似的作用.另外，5 = 0的 
充分必要条件是 a =0 (mod m ) ，亦即 m |< 2 . 

在所有模 m 剩余类环中 ， m = 为素数的情况最为重要. 

命题 3.1 设/>为素数5是 Z /(/>) 中一个非零元素，则必存在 

^6 Z /(/>)，使 K • 3=了•将5写成^ 

a 

证 a ^ O 意味着/>丨 a ，从而(<2，/>) = 1，于是按命题 1. 3的推论 
2,有 u 9 v ^： Z ，使 ua-\~vp = \. 于是 [• a=ua = l — vp = l — vp = 1 

(注意多 = 0). | 

上面的命题表示 Z /(/>) 中非零元素都有逆元素，即在 Z /(/>) 内 
可以做除法.就是说，若 Z / (户），5关0,我们令 


于是 Z /(/>) 和数域一样有加、减、乘、除四则运算，而且这些运算满足 
相同的运算法则，即在第二章§ 1中所指出的数域 K 的加法、乘法 
所满足的九条运算法则.从代数学的抽象观点看， Z /(/>) 和数域具有 
共同的性质.因此，我们把 Z /(/>) 称为/>个元素的有限域，并使用空 
体字母 F , 来表示它. F , 中的元素是 

0，1 ，2,…，/> — 1. 

F , 和数域 K 也有一些不同的 地方： 

1) 数域 K 包含无限多元素， F ，仅含/>个 元素； 

2) 数域 K 内任一非零元 a 连加 n 次仍不为0,即 na 关0,但 

内任一元 S 连加/>次即为0,因5 + 3 +山+5=^+(2+山+^2 = /^ = 
0 ； 

3) 内任一元 5, 其/>次幂 a p = a. 这是因为按 Fermat 小定 
理，有 a p =a(mod />)，从而 a p = a. 

4) 在内有 G + = a + L 这只要利用二项展开公式即知 

(a+b) p =a+b(mod p). 




现在，前面各章所阐述的线性代数理论，只要把其中数域 K 换 
成有限域 F ,， 那么所有概念和命题仍然成立(但跟上述四条有关的 
除外).因此，我们有 F , 上线性方程组， F , 上 m 维向量空间 F ； 1 ， F , 
上； nXn 矩阵所成的集合上方阵的行列式， F , 上的线 
性空间及其上的线性映射、线性变换理论等等.这些理论在密码学， 
计算机科学等领域有广泛的应用. 

如果是一个整数系数多项式，令 

a, + (/>) = Kz. = 0 ， l ， … ， m) ，则 7 O) 二心工饥 + 心工 計 1 +… +L 是有 

限域 F , 上的多项式.这种多项式和数域 K 上的多项式具有一些不 
同的性质.例如考查 F 2 上的多项式(若则该项省略，若 ai = \, 
则 T 省略）： 

f ( x ) = x 2 X g ( x ) = x 4 sc 3 sc 2 sc - 1. 

它们作为多项式是两个不同次的多项式，不能相等，但看做定义在 
F 2 上的函数， / Or )= gOr ). 这种现象对于数域 K 上的多项式是不 
可能出现的. 

对 F , 的深一步的研究将在抽象代数课程中进行，在这里，我们 
仅限于介绍以上一些初步的知识. 

习题三 

1 . 在 Z /(12) 中找出所有满足 ^关万，石关0,但石 • 1 = 0 的元素 

a ， b . 

2 . 在。内找一元素 L 使5 •5=1，此元素记为 I . 

5 

3. 在巧内进行下面的 运算： 

3 • 2 + 4 • 3 - 3； (2-3) - 4. 

4 . 在 F 〖 内作向量运算 

(1，3,0) — (2,0,4) + 2(2，1，1). 

5. 在巧上作矩阵 运算： 
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6 . 计算 F 3 上如下3阶方阵 A 的行 列式： 

-12 0 
A = 2 11. 

_ I 3 0 _ 

本章小结 

本章从代数学的观点对读者熟知的整数作了理论上的概括和提 
高.整数集合 Z 有加法和乘法两种运算，满足九条运算法则，成为一 
个代数系统.由于 Z 内乘法没有逆运算，因而产生了这类代数系统 
的专门研究 课题： '整除理论与因子分解理论.但是第四章§ 2中所 
指出的研究代数系统的两种基本方法对它也适用.取代线性空间 V 
的子空间 M 的地位的，现在是 Z 中的理想/，而取代商空间 V/M 
的，现在是模 m 的剩余类环 Z /( m ). 

Z 中的理想有其特点，即都由一个非负整数的全部倍数组成， 
其所以如此，是由于 Z 内有带余除法.而 z 内的整除理论可以用理 
想的包含关系来刻画，因子分解唯一定理可以用理想的因子分解来 
刻画. 

Z 模理想 ( m ) 的一个剩余类跟带余除法也有本质上的联系，即 
按整数用 m 作带余除法时的余数来分类.而模 ( m ) 剩余类之间的运 
算也与此相关连，即 

a-\- b= c j 

其中此时若限定 0 < c < m ， 则 

fa + 若 + 

c = \ 

lr , 若 <2 + 办 = m + r (0 ^ r << m ) , 

a • 5 = ? ，其中 e 也按类似办法决定. 

通过上面的分析，我们发现，具有上述性质的代数系统应不止 
Z —个，而应当有许多.这就使我们的眼界大大开阔.在下一章，我 
们就以此为出发点，来研究一个与 Z 完全不同，但却具有大致相同 
的代数性质的一个新的代数系统. 
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在历史上，由于研究一元高次代数方程，很自然地就开始研究一 
元多项式/0)=(2() < 2：”+(2 1< 2：” _1 + — +(2„.在长时间内，是把 X 当作一 
个变量来看待， / U ) 则是: T 的函数.多项式作为一类特殊的一元函 
数，自然可以按函数的意义相加、相乘，而且做加法、乘法之后仍是一 
个多项式.它们同时又满足与整数的加法、乘法相同的运算法则.于 
是从代数学的观点看，全体多项式关于其加法、乘法，与有理整数环 
一样，也成为一个代数系统.在第四章的引言中已经指出，要从理论 
上从更高的观点来研究一个代数系统，我们应当舍弃那些非本质的 
具体的东西.如果我们研讨的是多项式由其加法、乘法运算及相应的 
运算法则所决定的性质，那么: T 是不是自变量， f ( x ) 是否是函数在 
这里没有起什么作用，是应当舍弃的东西.也就是说，我们只要把^ 
当作一个形式的记号来看待就可以了，在这种情况下，: T 被称作一个 
“不定元”，意思是说它未有任何具体的含义，仅当作界定一个多项式 
的记号而已.然后，定义多项式的加法与乘法运算，使其成为一个抽 
象的代数系统，从而成为代数学的研究对象.这就是本章所要讨论的 
一 元多项式环. 


§ 1 一元多项式环的基本理论 

定义 设尺是一个数域，: T 是一个不定元.下面的形式表达式 

fix) = a 0 + a x x + ( 2 2 工 2 + …+ a n x n + ••• 

(其中^，七，^，…属于 K ， 且仅有有限个不是 0) 称为数域 K 上一个 

不定元的一元多项式. 

注意现在上述表达式中的记号“ + ”，“: r 2 ”，“: r 3 ”， …等等都还没 
有加法或乘法的方幂的含义，而仅仅是一个形式的记号，所以，上面 
的表达式完全可以写成 
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f(x) = (a 09 ai 

我们之所以要写成上面的样子，是因为只要我们在多项式间定义加 
法和乘法后，它们自然就会具有所期望的含义，这一点下面就会看 

到. 

数域尺上一个不定元: T 的多项式的全体所成的集合记做 
Klx ]. 

在 K [: T ] 内定义加法、乘法 如下： 

加法设 

/ O) = a 0 -\- a x x + a 2 x 2 + ••• , 

= b Q + b x x + b 2 x 2 + •••, 

则定义 

f (x) + = (a 0 + b 0 ) + (ax + b^x + (a 2 + b^x 1 + •••. 

显然， / U )+ g (： T ) 仍为 K 上的一元多项式，因为 Ui + bi 仍仅有有限 
个不为0，/0)+&0)称为 / O ) 与 gO ) 的和； 

乘法设 

/ O) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••• , 
g{x) = + b x x + b 2 x 2 + •••• 

令 

Ck = ^ob k + a^k-Y + ( 2 2 ~_ 2 + …+ a k b 0 (k = 0 ， 1 ， 2，•••）• 

现在•仍仅有有限个不为0,定义 

f(x)g(x) = c 0 + c Y x + c 2 x 2 + ••• , 

/ Or ) g (: c ) 仍为 K 上的一元多项式，称为 / U ) 与 gOr ) 的 乘积. 

容易验证，上面定义的加法、乘法满足如下运算 法则： 

1) 加法有结合律，即 

f(x) + (g(x)+h(x)) = (f(x)+g(x))+h(x) ? 

2) 令 0 U ) = 0 + 0 :c + 0: c 2 + " •，则对任给的/(尤）6尺[尤]，有 

/ Or ) +0 U ) =/ U ) ， OOr ) 称为零多项式，简记为0 ; 

3) 任给 /( < r )=(2 o + fl 1< r + fl 2< r 2 + …，令一 / O ) = _。。+(― 

+ (—<2 2 ):c 2 + …，则 /( 工 )+ (—/( 工 )）= 0; 

4) 加法有交换律，即 f(sc)+g(x)=g(x)+f(x) ； 
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5 ) 乘法有结合律，即 f ( x )( g ( x ) h ( x )) = ( f ( x ) g ( x )) h ( x ) 5 

6 ) 有 J0c ) = l + Ox + O : r 2 + …，使 V / 0r ) 6K [： c ]， 有 / UVU ) 
=/ 0 )，/ 0 )简记为 1 ; 

7 ) 乘法有交换律，即 

8 ) 加法与乘法有分配律，即 

/ 0 )(《 0 ) + AO )) = f { x ) g { x ) + f ( x ) h ( x ). 

KDr ] 连同上面定义的加法与乘法，称为数域 K 上的一 元多项 

式环. 

应当指出，如果把上面的数域 K 换成有/>(/>为素数)个元素的 
有限域 F ,， 那么前面的定义仍有效，所得的代数系统称为 F , 上的一 
元多项式环，记做 F , [: T ]. 

下面约定，在多项式 / U ) 的形式表达式中， 0 ^可略去不写， 
1 ^简写为于是多项式可写为 

/ O ) = a 0 + a x x + ••• + a „ sc n ， 

其中 <^0 9CI1 9 *** yCln^I K »< 2 „ 7 ^ 0 . Clo 9 Cll 9 *** 9 dn 称为 /(工）的系数，称首 

项系数， a Q 称常 数项， w 称为 / O ) 的次数，记做 deg /(* r )= w 或 deg / 
= n . a k x k 称为一个单 项式， 它是最简单的一类多项式.按多项式加法 
的定义，现在 / Cr ) 是 n + 1 个单项式如，^ 2 ：，^ 2 > 2 ： 2 ，"*，〜 2 ：”连加的结 
果，于是 / U ) 表达式中的记号“ + ”现在具有多项式加法的含义.又 
易见/ • x n = x m + n . 于是 JC k 为 k 个单项式 X 的连 乘积： … X . 
于是 / O ) 表达式中的记号^ 2 ，：?： 3 ，…，：?：”现在都具有方幂的含义，而 
且满足指数 律：： ^ = = 另外，我们约定/ = l(:c 

的负方幂没有定义). 

注意零多项式次数没有定义.但有时为了方便，也可认为零多项 
式的次数是一〜. 

另外，我们把/(工)+(—貧(工)）写成/(工）一貧(工），称为尺[工]内 

的 减法. 下面两条简单的事实也请读者注意. 

1 ) 两个多项式 

/ O ) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••• , 
gix ) = b 0 + b x x + b 2 x 2 + ••• 

相等是指 cii = bi( < i — 0 y 1 ， 2 ， …）. 
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2 ) 若 / U ) 关 0 ，《( x ) 关 0 ,则 

deg ( f ( x ) g ( x )) = deg / O ) + deg 《 0 ). 

即两个非零多项式相乘时，其次数相加.设 / U ) 的首项系数为 
gU ) 的首项系数为心，则按乘法定义可知的首项系数为 
a n b m . 如果一个多项式首项系数为 1 ，则称为首一多项式.因此，两个 
首一多项式的乘积仍为首一多项式. 

从性质 ( 2 ) 立即推 出：当 /( 1 )，貧( 1 )都非零时，/( 1 )貧( 1 )关 0 . 
因此，在 内有消去律，即由 / ( x ) g ( x ) = f { x ) h { x ) ，/ 0 )# 0 , 

有 /(> 3 ：)(《 0 )— A (: c )) = 0 , 则必有 g { x )= h { x ). 

1 . 整除理论 

对 KDr ] 内一个次数大于零的多项式 / Cr )， 由上段讨论可知不 
存在使汉 0 )/ 0 ) = 1 (因 m 0 )/ 0 ) 次数大于 0 ) .因而 
在 KDr ] 内乘法没有逆运算，即没有除法运算.这与有理整数环相 
同.因而有理整数环内的整除理论与因子分解理论可以平行地推移 
到 (或 F , [: T ]) 中来. 

定义给定 / U )， 貧[: r ]，/ U ) 关 0 •若存在一 
尺[工]，使 《(• r )= g ( > r )/( > r ) ，则称 / O ) 整除 gO )， 记做 fix ) \ g ( x ) , 
/ Or ) 称为 gU ) 的因式， 〆 : r ) 称为 / U ) 的倍式.若 / U ) 不能整除 

貧(工），则记做/(工） \ gix ). 

整除关系有如下基本 性质： 

1 ) 若 fix ) \ g ( x ) •(• r )# 0 , 则 deg ^- ( x ) ^degf ( x ). 特别地，若 
同时又有 g ( jo ) I / O ) ，则因 g { x )= q { x)f { x ) jf { x )= qi { x ) g { x ), 
于是 g ( sc ) = q ( x ) qi ( x ) g ( x ) y g ( x ) 0 9 由消去律可立即推知 

gOkiO ) = 1 ，于是 deggO ) = 0 , 即 q ( x )= c ^： K 为零次多项式，亦 
即 g ( x ) = cf { x ). 又当 f { x )= a^0 为零次多项式时，对任意 gix ) , 
有/⑴ \ g { x )； 

2) 若 / O ) |笑0)，/0) | AO ) ，则 

fix ) I { u { x ) g { x )-\- v { x ) h ( x ) )( 对一切 u ( x ) 9 v ( x ) ^ K \_ x ~\)； 

3 ) fix ) |笑 0 ) ， AO )# 0 , 则 f ( x ) h ( x ) \ g ( x ) h ( x ). 又对任意 <2 
关 0 ,有 U / U )) k (: c ). 
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命题 1. 1设 /( x) ，貧0) G 尺 [x] ，/(X) #0. 则存在唯一的 
qix) , 尺 Dr ]， 使 

gix) = q{x)f{x) + r{x) , 

其中 r(:c) = 0 或 degr(x)<deg/(x). 

证存在性设 

fix) = a 0 x n + 屮 / -1 + …+ (a 0 ^ 0). 

如果 w = 0, 则取 gO) = —g(x) ， rO) = 0 即可. 下面假定 n 〉 0, 对 

<2o 

gix) 的次数作数学归纳法：如果 ^ • 0) = 0 或 deg^ •(: c)<w ， 则令 
qix) 即满足要求 • 设时，命题正确， 

则当 gO) 次数为 m 时，有 

gix) = b 0 x m + 1 + …+ 心（办 0 / 0) 

(这里 ， 令 

貧1(工） = 貧 0) — 

(2o 

若 畧 1 0) = 0 ,则取 q(x) = —x m ~ n 9 r(x) = 0. 否则，因 deg gi (xXm, 

do 

按归纳假设，存在 qiix ) ^JjcOGKDr]， 使 

g\ix) = % 0 )/ 0 ) + r^x ), 

这里 0 0) = 0 或 degri(x)<deg/(x ). 现在令 

qOc) = —x m ~ n + qi(x) , r{x) = r x {x ), 

^0 

显然有 q(x)f(x)+r(x) =g(x). 

唯一性设又有 30c) ， F(x) 满足命题要求，那么 

q{x)f{x) + r{x) = q 0)/0) + P ( sc ), 

[_q{x) — q (x)]/(x) = r (x) — r(x). 

比较两边的次数， BP 可知 r(x)—r(x)==0, q{x) — q{x) = 0, ■ 

命题 1. 1 中的 gO) 和 Kx) 分别称为用 /(x) 去除 gO ) 所得的 
商和余式 . 命题证明过程中实际上已给出了求 g(x) 和 Kx) 的方法 . 
命题 1. 1 通常称为 K[x] 内的带余除法 . 

实际计算时可采用如下的 格式： 
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h 

a o 


〜 m—n 丄 

X 十 


a o 


61 — 


+ … 




q ( x ) 


f O) = 汉 0 工奴 +… +^n 


b 0 x m + 6〆 一 1 H - +b m = g{x') 


-) w +^ V 1 - 1 + … 

do 




h 

ao 


x 


m 


n / U ) 






-) b 「 


a 0 
d \ b ^ \ 
a o 


gi(^) =g(x) — —X m ^ n f(x) 

^0 


X 


in 一 1 


+ … 


r(x) 

像有理整数环一样，我们可以在 k [ x ] 内定义两个多项式的最 
大公因式和最小公倍式的概念. 

1 ) 如果 /( x ) ，《 0 )不全为 0 ,设 d ( x ) K \_ x ^\ jd { x )^0. 若 

dix ) I / O ) jd ( x ) kO ) ， 则称 d ( jr ) 为 fix ) '( x ) 的一个公因式•如 
果以 x ) 还满足如下 条件： 

( i ) < i (: c ) 是首一多项式； 

( ii ) 对 fix ) '( x ) 的任一公因式 AO ) ， 必有 d \ ix ) \ d { x ) , 

则称 cUx ) 为 fix ) ， g ( x ) 的最大公因式，记做 (/( x )， g ( x )). 

两个多项式的最大公因式是唯一的.因若又有一最大公因式 
AO ) ， 则 A ( X ) I JO ) ， 又 d { x ) | di ( X ) ， 于是 di ( x ) =cd ix ). 因为 
d ,{ x ) d ( x ) 均为首一多项式，比较两边首项系数得 c = l . 

如果 { fix ) 9 g ( x )) = 1 ，则称 / O ) 与^ '( X ) 互素 • 

2 ) 如果 /( x ) ，貧 （ x ) 均不为 0 ,设有 m ( X ) G 尺 [ x ] ，使 fix ) | 
mix ) , gix ) I mix ) , 则 mO ) 称为 /( x )， g (: c ) 的公倍式.如果 mO ) 
还满足如下 条件： 

( i ) mO ) 是首一多项式(此时当然; 

( ii ) 对 /( x )'( x ) 的任一公倍式 mi O ) ，有 m ( x ) | mi ( x ) ，则 
mO ) 称为 /( x ) 与 gO ) 的最小公倍式，记做 [/( x )， g ( x )]. 

/ Or )， gU ) 的最小公倍式也是唯一的.因若又有一最小公倍式 
mi ( x ) ，同样有 mi ( x ) | m ( x ) , m ( x ) \ m \( x ) ，于是 m \ ( x ) = mix ). 

2 . KQx ] 内的理想 

下面再把 Z 中的理想的概念平行推移到 K [ x ] 中来. 
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定义 设 J 为 KDr ] 的一个非空子集.如果下面条件 满足： 

( i ) 若 /( x ) ，《0) G /， 则 /( x )— hx ) G /; 

( ii ) 若 /( x)G 厂则对任意 尺 [ x ]， 有 g ( x )/( x ) e /. 

则称 J 为 K [ x ] 的一个 理想. 

{0} 和 K [ x ] 显然都是理想，称为平 凡理想 ，其他理想称为非平 
凡理想. {0} 又称为零 理想. 

对任意 /( x ) G 尺 [ x ]， 定义 

(/( 工）） = {u(x)f(x) \u(x) G 尺[ X ]}， 

则（/( X ))显然是尺[ X ]的一个理想，称为由/( X )生成的 主理想 .易 
知（0)={0}为零理想，而对 K 内任意非零数 a (为任意零次多项式）， 
(<2)= K [: c ] •当 deg /(: c)>l 时，（/( X ))为非平凡理想 • 

主理想有如下简单 性质： 

1 ) (/( x )) G (貧 （ X ))且^ • ( X ) y 0^=^> g ( x ) I / O ). 这是因为 
(/(•r)) ^(g(x))^=^f(x)=u(x)g(x ); 

2) 其中 c ^： K jC ^ O . 这是因 
为：若/(:?:)， 〆 :?:）中有一为0,显然另一个也为0.若/0)7^0,则 

貧 0)7^0 ,此时 fix) \g(x) jgix) \f(x)<^g(x)=cf(x). 

命题 1. 2 设 J 是 K [ x ] 的一个非零理想，则存在 K [: r ] 内的首 
一 多项式 / Or ) ，使 J = (/ U )). 

证在 J 中选取一个次数最低的多项式 /( x ) ，因对任意 aGK ， 
a /0 c ) G /， 故可设 /0 c ) 为首一多项式.按理想定义中条件 ( ii ) 易知 
(/( x )) C 7. 现设 g ⑴为 I 中任一元素，按带余除法，有 qU ) 9 r ( x ) 
GK [: r ]， 使 

g{x) = q{x)f{x) + r{x ), 

其中 Kx ) = 0 或 degrOXdeg / O ) •但 Kx ) =^0) — 90 )/ 0 ) 仍 
属/，由 /( x ) 的选法可知必定 r ( x ) = 0. 于是 gix ) = g ( x )/( x ) , BP 
g { x)e (/( x )) ， 由此知 { fix )). I 
对 K [ x ] 内两个理想，我们有如下 事实： 

1) Afl /2 仍为 KDr ] 的理想，称为^与八 的交； 

2) 令 

h + h = {/( 工 ）+ I/O) G Iugix) G h) j 
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则 h + h 也是 KDc ] 的一个理想，称为厂与 J 2 的和. 

以上两个事实的证明与 Z 中完全=样，留给读者作为习题. 

现设 /( x ) 是非零多项式，对任意 a G 尺， a 关0,我们有 
( a /( x )) = (/( x )). 因此，对一个非零主理想，我们总可以选取其生 
成元为首一多项式. 

现在设 fix ) '( x ) 是两个非零多项式.令 

I = (/⑴） A igix)) = (m(x ))， 

因 e /， 故 I ^{0} ，于是可设 mO ) 为首一多项式.由 
( m (: c))G (/(X)) 知 / (x) | mO ) ， 同理有 g(x) I mO ) ， 即 mO ) 为 
fix) '( x ) 的公 倍式. 如果 miO ) 是 / O )，《0) 的任一公倍式，/(工) 

| mi ( x)=^(mi ( x ))^(/( x )) ^ gix ) I mi ( x )=^> (mi ( x ))^ { gix )) , 
故 (m/jcDGC/O)) f| (貧 (工 ）） = ( 沉（工 ）） ，于是沉 （工 ）I m \ ix ), 这表 

明 mO ) 是 / O ) 与的最小公倍式. 

关于最大公因式，我们有与 Z 中类似的结果. 

命题 1. 3设 fix ) ，^ ■(•!：) 是尺 [ x ] 内两个不全为0的多项式，令 
(/(工)）+ (貧0^)=(以:^)，其中^:^为首一多项式，则 

dix) = ifix) 9 g(x)). 

证现在 (/( x )) + ( g ( x )) 关（0)，故可取 d ( x ) 为首一多项式. 
因 (/(： c))g WO ))， 故 JO ) | /0) ，同理 JO ) | g ( x ) , 即 JO ) 为 
/( X ) ， g (： C ) 的一个公因式•若 AO ) 为/( X )， g ( sc ) 的任一公因式， 

由 d,{x) |/(X) 推知 (/( 工）） ^(4( 工）），同理，（貧 ( 工）） ^(4( 工）），于 

是= (/( x )) + (^- ( x )) ^ {di ( x )) ，而这表示 AO ) \ d { x ). I 
推论1设 K \_ x ^\ 内两个不全为0的多项式， 
dix ) = ifix ) , g ( x )) ，则存在 u ( x )， v ( jc ) G 尺 Dr ]， 使 

uix)f (x)+v(x)g(x) =dix). 

证根据命题 1. 3, 因 WU ))， 故结论成立. ■ 

推论 2 设 fix) '( x ) 是 KDr ] 内两个不全为0的多项式，则下 
列命题等价： 

( i ) /( x ) 与 gO ) 互素； 

( ii ) 存在 〆 ： r )， t ； Cr ) eK [>]， 使 

u{x)f{x) + v{x)g{x) = 1 ； 
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( iii ) + 

证 （ i )=^( ii ): 由推论1立得. 

此时 16 (/ U )) + ( 貧 （ x ))， 从而尺 [ x ] 内任意 

uix) G (/(X)) + ( 貧（工）），于是 K[_x~\^ (/0)) + {gix))^K\_x ~\ , 

( iii )=^( i ): 设 (/( x )， g ( x ))= dCx )， 按命题 1.3 有 

{d{x)) = (/ O )) + ( g ( x )) = K[_x~] = ( 1 )， 

于是 d (: c )= cG 尺. 但 d (* r ) 为首一多项式，故 d(x) = l. I 

推论 3 S/OhgOh/KjcOGKtix] ，并且 /(x) 尹 0. 如果 
/O) \g(x)h(x) 且 (/O)'(x)) = 1 ，则 /O) \h{x). 

证设 gix)h{x) =q{x) f {x). 由推论2,有 wOhrO ) 使 
u{x)f{x) + p 0)《0) = 1 ， 于是 

h{x) = u (x) h (x) f (x) + v{x)h{x)g{x) 

=u(x)h(x)f (x) + v(x)q(x)f(x) 

={u{x)h{x) + v{x)q{x))f{x) , 

即 fix) \h{x), I 

给定 /( 尤），《 ( 尤） 6 尺 [ 尤 ] ， /( 尤 ) 关 0 ，作带余除法： 

g{x) = q{x)f{x) + r{x) 

OO ) = 0 或 degr ( x ) < deg / O )). 

易知 (/ U )， g ( x )) = (/( x )， r ( x )) ，其证法与 Z 内相应命题证明相 
似，留给 读者作 为练习.现在 作辗转相除法 如下： 

gix ) = q { x ) f { x ) + r ( x ) (若 K * r ) # 0)， 
fix ) = q 1 ( x ) r ( x ) + nO ) (若 ri ( x ) ^ 0), 
r ( x ) = q 2 ( jo ) r 1 ( x ) + r 2 ( x ) (若 r 2 ( x ) ^ 0), 


因 deg /( < r )> degr 1 ( < r )> degr2 (: c )>^“ ，故必有 r m +1 (: c ) = 0 而 r m { x ) 

7^0,即 ( x ) ，于是 (《( x ) ，/0)) = (/ O ) ， ri ( x )) 

= Oi ( x ) ，厂 2 (尤）） = … = (广讲-丄 O )， r w O )) =< 2r w O )( 使 ar m { x ) 为首 

一多项式).这就把 (/ O ) ，& O )) 求出来了. 

3. 在线性代数中的应用 

上面所阐述的多项式的基本理论在线性代数中可以发挥重要的 
作用.设 F 是数域尺上的有限维线性空间， A 是 F 内一个线性变换. 
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对任意尺上多项式 / Or ) ，令 

M = Ker /( A ) = {a V |/( A)a = 0}. 

在第四章已指出 M 是 V 的子空间.对任意 aGM , 我们有 

f { A ) A<x = Af ( A)a = A • 0 = 0， 

即 AaGM ， 故 M 是 A 的不变子 空间. 这样，利用尺 [ x ] 内的多项式， 
我们按上述办法可以构造出 A 的各种不变子空间.我们有下面重要 
的事实. 

1) 若貧（工）|/(工），则 Kerg ( A )^ KerfU ). 

♦ 

这是因为，于是对任意的 a 6 Kerg ( A ) ，有 

f ( A ) a = q ( A ) g ( A ) a =0. 

2) 若(/0)，《0))=<^0)，则 

Ker d ( A )= Ker /( A ) f|Ker 〆 A )• 

这是因为由 d ( x ) |/( x ) 有 Kerd ( A ) GKer /( A )， 又由 d { x ) \ 
《 Or ) 有 Kerd ( A ) GKergU )， 于是 Kerd ( A ) CKer /( A ) nKer 《（ A ). 
另一方面，由于有 z / O )，^0)6 KDr ]， 使 

u { x)f { x )-\ rv { x ) g { x )= d { x ), 

于是 d ( A )= uCA ) fCA )+ vCA ) gCA ). 

对任意《€仄打/(4)门1<：打《(4)，有/(4>=《(4>=0，于是 

d ( A ) a = u ( A)f ( A ) a + v ( A ) g ( A ) a =0, 

这表明 aeKerdU ). 综合上述两方面即知上面的结论正确. 

特别地，如果(/(工），《(工））=1，则 d ( A )= EjKerd ( A )= {0} ，于 
是 Ker /( A ) flKerg -( A )= {0} ，因而子空间之和 Ker /( A )+ Ker 《( A ) 
是直和. 

3) 若 /( X ) = g ( x ) h ( x ) ，且 ( fO ) ，/ iO )) = 1，则 

Ker /( A ) = Ker g ( A) ㊉ Ker / i ( A ). 

证 （ i ) 由 gO ) I / O )，/ i ( x ) |/(工）推知 Ker 《( A ) GKer /( A ) ， 
Ker / i ( A ) dCer /( i 4) ，即 Ker g ( A ) ， Ker/i ( A ) 均为 Ker /( A ) 的子空 

间. 

( ii ) 从上面 2) 中的结果知 KergG 4)+ Ker / i ( A ) 为 直和. 

( iii ) 现在存在 uix ) ， r (: c ) G 尺 Dr ] ，使 u ( x ) g ( x ) = 

1 ，于是 M ( i 4)《( y 4)+ r ( i 4)/ i ( A )=£ ，对任意 aGKer /( A ) ，我们有 



152 



一元多项式环 


a = Ea = v ( A ) h ( A)a + u ( A ) g ( A ) a . 

现在 g ( A ) ( v ( A ) h ( A ) a ) = v ( A ) g ( A ) h ( A)a = v ( A)f ( A ) a = 0 ^ 
h ( A ) ( u ( A ) gCA ) a ) = u ( A ) g ( A ) h ( A ) a = u ( A ) f ( A ) a = 0 . 这表明 
v ( A ) h ( A ) a ^： Kerg ( A ) , u ( A ) g ( A ) a ^ Kerh ( A ). 于是 

Ker f ( A ) = Ker ^( A ) + KerA ( A ). 

综合上面三方面的结果知 

Kerf ( A ) = Ker ^( A) ㊉ Ker / i ( A ). 

4 ) 如果 /( x ) GKDr ] 是 A 的一个化零多项式，并且有/ ( x ) = 
gCx ) h ( x ) ，这里 ( gO ) ，/ 1 0 )) = 1 . 那么我们有 /( A ) = 0 ,从而 

V = Ker /( A ) = ㊉ Ker / i ( A ) , 

即 F 分解为 A 的不变子空间 Kerg ( A ) 和 Ker / i ( A ) 的直和. 

5 ) 如果 / 0 c ) 6 K [ x ] 是 A 的一个化零多项式，且 

/O) = /i0)/ 2 0).-./ ； fe0) ， （ /,o) ， /)o)) == 1 a # j ) ， 

那么，应用数学归纳法立即推知 

V = Ker /( A ) = Ker / JA) ㊉ Ker / 2 ( A ) ㊉…㊉ Ker /, ( A ), 

即 F 分解为 A 的々个不变子空间的直和. 

因为 A 的特征多项式和最小多项式都是 A 的化零多项式，如果 
能把它们在 K [ x ] 内分解为两两互素多项式的乘积，那就把 y 分解 
为 A 的不变子空间的直和.如果遵循这个途径作进一步的探讨，我 
们将得到 A 的 Jordan 标准形的存在性的另一种证明方法. 

下面我们就来讨论在 KDr ] 内把一个多项式 / Or ) 分解为一些两 
两互素多项式的乘积的问题. 

4. 因式分解唯一定理 

本段的目的，是来建立与 Z 内整数的素因子分解唯一定理相平 
行的内因式分解唯一定理. 

定义 设 / Kx ) 是 K [： c ] 内一多项式， deg /> 0 )> l ，如果/ > 0 ) 在 
KO ] 内的因式仅有零次多项式及矽 （ x )， 这里关 0 ,则称 
/ >( x ) 是内的一个 不可约多项式，否则称其为可约多项式. 

P (: T ) 是不可约多项式意味着在内 / Kx ) 没有次数大于 0 
而小于 deg / Kx ) 的因式•从定义立即可以看出，尺 [ x ] 内的所有一次 
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多项式 ax + b ( a 都是不可约多项式.另夕卜，如果/ >0) 是 
不可约多项式，那么，对任意关 0， a /> Cr ) 仍为不可约多项式 • 
因此，讨论不可约多项式 ，一 般可令其为首一多项式. 

注意一个多项式是否可约，跟把它看做哪个数域上的多项式有 
关.例如 x 2 + l ， 如看做实数域上多项式，是不可约的.因为若有 

x 2 -\- \ = {ax + b ) {cx + d ) { a ， b ， c，d 6 M ). 

则比较两边同次幂的系数，有 

ac = 1 y ad + = 0, bd = 1. 

由 ac = l ， W = l 知 c = = + ，代入第二个等式得出 <2 2 +办 2 = 0,而 

<2,^6 ] R ， 故 <2 = 6 = 0,由此推出 x 2 + 1 = 0,矛盾.另一方面，若把 
x 2 + l 看做复数域上的多项式，则 x 2 + l = ( x + i )( x - i )， 是可约的. 
命题 1. 4 设 p ⑴为 K [ x ] 内不可约多项式，又设 / iCx ), 

k 

fzix ) , ••• jfk ix ) G K \_ x ~\. 若/ >0) ]^[/,(工），则 / >( x ) 整除某个 

i=i 

fjix ). 

证 若 fi ( x ) 丨/】 O ) ，设(/>(工） ,/ iO )) =< i (: c ) ，因 JO ) | pix ) , 
/ >0) 不可约，故 d 0) = 1 或 JO ) •但 pix ) \ / iO ) ，因而只 

能是 d ( x ) = l ， 即/互素，按命题 1. 3的推论 3. 应有 

k 

pix ) ；[]；/办).由此逐次推进可知/^)必整除某/ ; (工 ).I 
定理 1.1( 因式分 解唯一 定理） 设 尺是一 个数域，给定多项式 

fix ') = a 0 x n + a〆 -1 + …+ < 2 „ ( a t G K , < 2 0 7 ^ 0) , 

则 / Or ) 可以分解为 

fix ) = a Q p 八工 、、 p 办 、、… p 人工)、 ( k { > 0 ,z = 1，2,…， r ) ， 

其中 户 1(*3：) ，…， / vO ) 是 KQr ] 内首项系数为1且两两不同的不可约 
多项式.而且，除了不可约多项式的排列次序外，上面的分解式是由 
/ U ) 唯一决定的. 

证 存在性 对 n 作数学归纳法.当 / Cr ) 的次数 n = 0 时命题 
显然成立(此时 r =0, 即 {/m ( X )，…， / vO ) } 为空集).设命题对次数 
小于 n 的多项式成立.考查 / Cr ) 次数为 n 时的情况.如果 / Or ) 本身 
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是不可约的，则 / >i ( X ) = 1/0) 仍为不可约多项式，而/ ( x ) = 

故命题成立.如果 / Cx ) 可约，那么它有一个非平凡因式 

(即 〆X )既不是非零常数，又不是/( X )的非零常数倍），故有分 
解式：/ ( x ) = g { x ) h { x ). 这里 CXdeggOXdeg / Xjc ) jCXdeg / Ki ) 

< deg / Cr ). 按归纳假设， gO ) 与 AO ) 均可分解为互不相同的不可 
约多项式的方幂的乘积，那么， /( x ) 显然也有这样的分解式. 

唯一性对/( X )的次数作数学归纳法 . n = 0 时命题显然成立. 
设命题对次数小于 n 的多项式成立.考查 f ( x ) 为 n 次多项式的情 
况.设它有两个分解式 

fix) = a 0 p l {x) k ^—p r {x) kr = 

因为 <2。尹0,约去 (2() 后得到 

plixY 1 … prix')、 = aOVl … g s O ) Z 、 (1) 

从上式知 p \{ x ) 《，因为 / mO ) 是不可约多项式，由命 

题 1. ^/^(:^整除某个以:?:).为简单起见，不妨设 P \ ix ) I qiix ). 但 
a ( x ) 也是不可约多项式，它的因式只能是非零常数或 q 八 X) 的非零 
常数倍， deg /^ jcOSl ，故只能是•但 / > i (* r ) 与 
qi (工)首项系数都是1，故 <2 = 1，即九（工） ( x ) •因 / >i 0)7^0,从 
(1) 式两边消去/ ^ Cx )， 得 

g{x)= … /vO ) 〜 

= qi ( xy ^~ 1 q z ( xy 2-- q s ( xy ^ 

现在 deg ^( x ) = deg / ( x)-degpi OXn ，按归纳假设，应有 rq ，且 
适当排列不可约多项式次序之后，有 pi ( x ) = q { ( x ) ,ki = li(i = l , 2 , 
…， r ). 由此即知 /( x ) 的分解式是唯一的. ■ 

定理 1. 1中所叙述的分解式称为 / Or ) 的素因式标准分解式.从 
这个分解式不难 看出： /( x ) 的首项系数为1的因式可表示成 

d ( x ) = /^(工)、… /> r (: c)S 

其中0<6<九0=1，2,…， r ). 

设 KDr ] 内两个非零多项式 / Cr ), gCx ) 的素因式标准分解式表 

不为 

fix) = 工）々 2 … /vO) 々 r iki ^ 0) , 
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g { x ) = 办/…/^(工）~ (/ 1 ^ 0) 

(如果某个/^(工)在/(工)或的素因式分解式内不出现，则々/或 
li 为零）•令& = min (九， A ) ，& = max (々, ，/,)，则显然有 

{fix) ,g{x)) = /… /vO 广； 

[/O) ，发0)] = p \ IxY'P 2 Q 工 Y 2 … P 人工 Y r * 


5. 重因式 

在 /( x ) 的素因式标准分解式中，不可约多项式 A ( i ) 的方幂 
U 称为 AU ) 的重数.一般说，对于 KDr ] 内的一个多项式 / Cr )， 如果 
Ot ^ Oc ) 满足： dCx /|/ Cx )， 但 dOc / +1 t /(: c )， 则称 d ( x ) 是 

/ Cr ) 的 A : 重因式. 

要求出 /( x ) 的素因式分解式， 只要： 

1) 找出 /(* r ) 的所有(互不相同）不可约因式 /? i (: c )， …， prix ) ; 

2) 确定每个 /^(: c ) 的重数 = l ，2,…， r ). 

因而自然 要问： 有什么办法可以判断一个多项式 ^ Or ) 是 /( x ) 的多 
少重因式呢？在回答这个问题时，需要借助于数学分析的概念. 

定义设 /( JcOsaoZ+ay i + … +<2„- i：C + <2„ eKDx ]， 定义 

f ( x ) =；2<2 0< r n_1 + (w — Da 】/- 2 . …十知一丄6尺[工]， 

称 / Or ) 为 fix ) 的一阶形式微商. 

这里的定义和第四章§ 1的定义是一样的，纯粹是套用数学分 
析中多项式的微商公式，但避开了极限、连续性等等概念（因为在一 
个任意的数域尺内没有这些概念). 如取尺 = IR ，则它与分析中的微 
商相重合. 

利用数学归纳法可定义高阶 微商： 设 / Or ) 的々一 1阶形式微商 
已经定义，记为 尸 — D ( x )， 则定义它的々阶形式微商 / a ) ( x ) 为 
产 ― 1 、)的一阶形式 微商： f k \ x ) = { f k ~^\ x ) y . 另外，我们约定 

/ ( 0 ) Oc)=/Oc). 

容易 验证： 多项式的形式微商满足分析中熟知的微商运算法则 
(即多项式的和、差、积的微商公式). 

命题 1. 5设 /( x ) GK [ x ]. 如果 KO ] 内的不可约多项式 
p { x ) 是 /( x ) 的々重因式，则/ >(: c ) 是的々 一 1重 因式. 
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证 按假设有/(«3：)=/)(：1：)~(：1：)，且 />(>) 1^0) ，于是 = 
1. 我们有 

f { x )= kp { x ) k ~ l p ' { x ) q { x ) + pixYq 1 ( x ) 

= p ( jo ) k ~ 1 ( kp , ( jo ) q ( x ) + pix ) q ' ( x )). 

故 p { x) k ~ l \f ( x ). 如果有 p ( x) k I / 7 O ) ，即 y 7 { x )= p { x) k qi O ) ，代 
入上式，消去得 

kp 1 ( x ) q ( x ) + p { x ) q '{ x ) = p ( x ) q 1 ( x ). 

从上式推出 pix ) I { kp ' ( x )) q ( x ) ，而 (/>， g ) = l . 根据命题 1. 3 的推论 
3,应有 />0) 丨 （ 々// (« r )) ，但 deg (々//(• lOXdeg / Kx ) ，矛盾•故 p ( x) k 
\ f ( x ) ，这表明 p ( x ) 是 f O ) 的 A — 1重因式. ■ 

推论 1不可约多项式 /> u ) 是/( I )的々重因式的充分必要条 
件是 pix ) |/( O (： T)(f = 0， l ， …，々一1)，但 p { x ) \ 

证必要性根据命题 1. 5可推知，当 />(： T ) 是 /(： T ) 的 々重因 
式时，它应为/ (1) (1)的6 — /重因式，取/ = 1，2^"4即得所需要的 
结论. 

充分性设/>(工)是 / Or ) 的 Z 重因式，那么，从必要性方向的证 
明可知，此时 /)(: r ) |/( o (: r)(f = 0， l ， …， /—1) ，/)0)丨/ (/ )0)•显然， 
这仅当 l = k 时才能成立. ■ 

根据这个推论，我们可以利用形式微商来确定一个不可约多项 
式 /> Cr ) 在 / Cr ) 的素因式标准分解式中的方幂指数. 

推论2 在 / Cr ) eKLr ](/ Cr ) 关 0) 的素因式标准分解式中仅 
出现不可约多项式的一次方幂的充分必要条件是 

(/( x )，/’( x )) = l . 

证在 / Cr ) 的素因式标准分解式中仅出现不可约多项式的一 
次方幂等价于这些不可约多项式都不整除 / Cr )， 而这又等价于 

(/(工），/’ ( x )) = l . I 

如果不可约多项式/ >0) 是/(^)的一重因式，则称是 
/ Cr ) 的 单因式 .推论2 指出： 不必求出 / Cr ) 的素因式标准分解式， 
只要找出 /( x ) 和/ Cr ) 的最大公因式，就可判定 / Cr ) 是否包含重数 
大于1的不可约因式(按推论1，这些因式应当是 （/ Cr )，/ Cr )) 的 
因式).这一事实是很有用的. 
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前面已指出， KDr ] 内的一次多项式都是不可约多项式，现在将 
上面的结论应用于 p ( x )= x ~ a 这一特殊 情况. 

设 a G C ， / ( x ) G 尺 [« r ]，/(« r ) = aox 1 a \ x n ~ l + … + < 2 „. 定义 

/( a ) =如/+〜/ _1 +… + 〜(这是在 C 内作加法和乘法运算），称为 
/ Cr ) 在 x - a 点处的值.（在这里，我们又把一元多项式当作函数看 
了.）若/(<2)=0,则称 ：T = <2 是 / O ) 的零点或根. 

任给 / Cr ) eKDr ]， 用 X — aeKDr ] 去作带余 除法： 

fix') = q(x)(x — a ) + r , 

这里 r = 0 或为零次多项式，故 r^K. 取上式两边的多项式在 x = a 
处的值，得 /( a ) = r . 于是 / ( a ) = 0<^> ix — a) I / O ). 这表明 ：： r — <2 
是 /(« r ) 的因式与 < 2 是 /(« r ) 的零点这两者等价.如果— < 2 是/ ( x ) 
的々重因式，则称 a 是 / Cr ) 的々重零点(或々重根).当 k > l 时， a 称 
为 / Cr ) 的重根.根据命题 1. 5的推论1，有 

命题 1. 6设 / Cr ) eK [ x ]， aeK . a 是 / Cr ) 的々重零点的充分 
必要条件是 /(°( a ) = 0 (f = 0， l ， … 4 — 1)，但/(“心)关 0. | 

如果 /(« r ) 有一个根 = 则它在 K [« r ] 内就有一个不可约 
因式 x - a . 现设 / Cr ) 在 KDr ] 内的素因式标准分解式为 

fix) = a 0 (x — a)O — < 2 5 )~/> 5+1 0 )〜 +1 … /> r O )~， 

其中 deg/) 5+l ( x)>l G = l ，2 r"，r — 5). 显然， a ! ，…， a 5 即为 fix') 
在 K 内的全部(互不相同）的根，重数分别为々1，…，匕，而々1 +…+々 5 
< deg / Cr ). 这表明 / Cr ) 在 K 内根的总数(多少重根就计算多少次) 
不超过 / Cr ) 的次数. 

对于 KDr ] 内一个次数>1的多项式 / Cr )， 设它的全部根都属 
于如果/)0)是 / O ) 的一个首一不可约因式，则 /)(： T ) 的任一根 <2 
也是 /(« r ) 的根，从而尺，此时应有— a ) |/>(« r )， 但 />(: r ) 不可 
约，故 p{x)=x — a. 于是 /(« r ) 在 K [« r ] 内的素因式标准分解式是 

fix) = a 0 (x — — <2 2 ) e 2 … （工 一 a s ) e \ 

命题 1.7 设 F 是数域 K 上的 n 维线性空间， A 是 F 内一个线 
性变换，设 A 的特征多项式 / U ) 在内分解为 

/( A ) = (A - A ^^ CA - 七 )〜 … U — 人广 • （入_关七). 

令 M = KerU — 人五乃(/ = 1，^"，5)，则7分解为^4的不变子空间 
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的 直和： 

F ㊉ M 2 ㊉ … ㊉ M 5 ， 

且 A - X t E 限制在内为幂零线性变换. 

证因为 （U —WSU — 七广）=1 又我们已知 

Ker(A — A ,£) e :为 A 的不变子空间；再由 Hamilton - Cayley 定理（它的 

证明可不依赖 Jordan 形，见上册第四章习题四第25题)知 /( A ) 为 A 
的化零多项式，故由前面的讨论知 

V = Ker(A — 五 ） e i Kcr (A — 五） ㊉…㊉ Kcr (A — X S E ) €s . 

对任一 ， （A — 入 E )4=0, 即 {A — ^EYi Im . = 0. I 

推论设 F 是数域尺上的 〃 维线性空间 M 是 F 内一个线性变 
换.如果 A 的特征多项式的根全属于尺，则在 F 内存在一组基，使 A 
在该组基下的矩阵成 Jordan 标准形. 

证现在 A 的特征多项式 /( A ) 在 K [ A ] 内有命题 1.7 中指出的 
分解式，故 V 有直和分解 

F = Mi ㊉ M 2 ㊉ … ㊉ M 5 . 

现 (A — A , E )| Mi .为幂零线性变换，按第七章命题 2. 1，在内存在一 
组基，使 A 矩阵成 Jordan 形.把 M , 内这些基合并成 F 的 一 组基， 
则 A 在此基下矩阵为 Jordan 形. ■ 

6. 中国剩余定理 

在有理整数环中，我们研讨了 Z 模其理想/的商环 Z / J ， 它大 
致相当于线性空间的商空间 .在尺 [ x ] 内，我们同样应当研究 Klx ~] 
模它的一个理想/的商环.但对这个课题的研讨，我们将留到抽象代 
数课中从更一般的角度来阐述，这里将限于讨论一些基本概念. 

设 / 是 K [ x ] 的一个理想，如果 fix ) 9 g ( x ) 且 g ( x ) — 

fix ') G /， 则称 《（《 r ) 与 / O ) 模 / 同余，并记做 g ( x ) =/ ( x ) 
(mod 7). 现设 / 为非平凡理想，则 ( mO )) ，其中 m ( x ) 6 K \_ x ~] 
且满足 degm ( o :)^ l . 这时 

( x ) (mod \ ( g ( jo )- f ( x )). 

所以我们写 gix)=f ( x ) (mod m ( x ))， 称尽0)与 / O ) 模 wO ) 同 
余.和 Z 内的同余式一样，同余关系也是 KDr ] 内的一个等价关系， 
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具有如下性质： 

1) 反身性： f (x)=f (x) (mod mix)) ； 

2) 对称性：若尽 (x) 三 /(x) (mod m(x ))， 则 

/ (x)=g(x) (mod m(x ))； 

3) 传递性：若 / ( x ) 三尽 （《 r ) (mod m {x)) ^ g {x) = h ix) 
(mod m(:r ))， 则 / (x)=h(x) (mod 

因此， K |>] 内的多项式也按模 mCr ) 同余划分为互不相交的同 
余类，而 KDr ] 则是这些同余类的并集. 

我们有如下 性质： 

1 ) 若 /iO) 三尽 lOKmod mO)) ， /2(x) 三尽 2( 工） (mod m(x )) , 

则 

/lO) 士 f 2 (x) 三 (giO) 士 g 2 (x))(mod 

= g x (x)^- 2 (^)(niod 

2) 若 f (x)h(x)=g(x)h(x) (mod m (« r )) ， 又 （ /r(:r) ， /^( 工 ））^^ ， 
则 / (x)=g(x) (mod mix)). 

性质 1) 请读者自行证明.我们证明性质 2): 按定义，有 mCr )| 
(h(x)f(x) —h(x)g(x)) ，于是 m \h(f—g) ，但 = 1 ，按照命题 
1. 3的推论3 ，m 丨 （/— 尽），艮 P f=g(mod m). 

引理 设 gi (« r ) ，… ， gv ( x ) 是 K [: r ] 内一组两两互素且次数>1 
的多项式，则对任一 ，存在多项式 hi ( x ) GKDc ] ，使 

hi(x) = l(mod , h { {x) = 0(mod ^(x)) (7 7^ 0. 

证 对任一 y#/， 有 (%(« r ) ，^; 0)) = 1 ， 于是存在 uj(x) yVjix) G 

尺[工]，使〜( < 2：)% ( < 2：)+1；; (：1：)^；( < 2：) = 1.令 

r 

h^x) = n% • 〜 

7=1 

我们有 / i , Cr ) 三 O(mod g > Cr )) ( j •关 O ，而且 

hi(x)= n(i- Ujqi) = 1 + QiU = l(mod , 

其中〃为展开式中出公因式^(除第一项1之外)后所剩的多项 

式 .I 

定理 1. 2( 中国剰余定理） 设 qjsc) ，…， q r (x ) 为 KDr ] 内两两 
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互素且次数>1的多项式，任给 / iCr )， …，必存在 
/ Cr ) GKDr ]， 使 

f ( x ) = fi ( x ) (mod qi ( x )) (i = 1，2,… ， r ). 

证根据引理，对每个 /( l « r )， 存在满足 

hi ( x ) = l(mod q t ( x )) , h { ( x ) = 0 (mod qj ( x )) (j ^ O - 

r 

令 / Or ) = ^ fk (^) h k ( x ) 9 则对每个 有 

k=l 

fi { x ) hi { x ) = /, Cr)(mod , 

而当々7^•时 fk ( x ) h k ( x ) = 0(mod qi ( x )) ，于是 fi ( x ) hi ( x ) =/,(« r ) 

+ mi (x)qi {x) ^ f k ix) h k {x) =m k ( 尤）％ ( 工 ） ， 这里外 (x) jm k (x) G 

Klx ^. 由此得 

/ Cr )= + 

k 共 i 


= 2^m k {x)qi{x) + fi(x) + mi(x)qi(x) 
k^i 


=fiix) + 2_jm k (x) qi(x). 

v k=i 7 

这表明 

fix ') = / t (x)(mod q { ( x )) (i = 1，2,…，厂） • | 

下面来给出中国剩余定理的一个简单的应用. 

设 <2^(22,…， <2 r 是 iC 内一组两两不相等的元素，令％ (X)= 
•T — ^，这是 K[X] 内一组互不相同的不可约多项式，显然两两互素. 
在 K 内任给 r 个数 心，… ，卜，令 / t Cr)=&. 按照中国剩余定理，存在 

/O) G 尺 [x]， 使 f ( x )= b t (mod (x — a , )) ,BP 

fix ') = bi + qi ( jo)(x — a { ) (i = 1，2广_，厂）. 

令 x = a { 代入，即得 f ( a { ) =bi (f = l，2, …， r). 从中国剩余定理的 
证明过程，我们可把 /(x) 的具体表达式找 出来： 

1) 求 kCr). 按引理的证明，因为我们有 

~ ai) + ~ aj) = 15 

故应取 


、⑴ = n| 
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_ Or — — aj-^jx — a i+1 )^^(x — a r ) 

(a, — ax) ••- (a, — a t _!) (a t — a f+ 1 )*-*(a 2 — a r ) # 

2) 令 

r 

fix ) = ^ b k h k ( x ). (2) 

k=i 

显然， deg / iJjiOsr — l ， 故 deg / OXr —1 •由 （2) 式所定义的 
/ Or ) ，其次数不超过 r 一 1，而且在 r 个不同点^，…， i 处取预先任 
意指定的值乂，…，心这个多项式称为拉格朗日插值多项式.读者借 
助线性方程组理论很容易证明， （2) 式是满足上述条件的唯一多项 

式. 

作为中国剩余定理的一个重要应用，我们来证明关于线性变换 
的一个著名的分解定理. 

定理 1. 3( Jordan - Chevally 分解定理）设 F 是数域尺上的 w 

维线性空间， A 是 F 内一个线性变换，且 A 的特征多项式的根全属 
于那么，我们有如下 结论： 

(i) 存在 F 内唯一的半单线性变换 S ， 幂零线性变换使得 A 
= S + W ， 而且55=55; 

(ii) 存在 gix ) ^ h { x ) K [_ x ~\ ,^(0) =/i(0) = 0, 使得 

S = g ( A ) , N = h ( A ). 

证现在 A 的特征多项式 /( A ) 有分解式 

f (^) = — X 2 y 2 ''* (A — A 5 )^ ( A t - ^ 

按命题 1.7， F 有分解式 

V = ㊉ M 2 ㊉…㊉ M 5 ， 

其中 M, = KerG4 — 入五广 . 

令 m ,( A ) = ( A _ 人)〜 ， m ( A ) = A (当 Ai , A 2 , ••• , A 5 中有等于 0 的时 
候，不要 w ( A )) ，则 mi ( A ) ,••• , m 5 ( A )， m ( A ) 两两互素，按中国剩余定 
理，有使 

^•(A) = 入 (modm,(A)) ， ^-(A) = 0(modm(A)). 

令 h ( X )= A — g ( X ). 现在 ^( A )=^( A ) • A ， 故发 (0)=/ i (0) = 0. 

现在取5 =发04)，5 = /104)，显然有5〜=^^.由于 

g { X ) = Xi + ki { X ) mi { X ) = Xi -\- ki { X ) ( A — A ,) 6 *, 




§ 1 一元多项式环的基本理论 163 


习题 一 

1. 用 gO ) 除 /(: r ) ，求商 gO ) 与余式 r ( x ) : 

(1) f ( x )= x s — 3 x 2 — x—ly g { x ) = Zx 2 — 2 x -\-\ ； 

(2) /(x) = 工 4 — 2«r+5 ， g(jo) =x 2 -jo-\-2» 

2. 适合什么条件时，有 

(1) x 2 j rmx —1 \ x z ~\~ px ~\~ q ; 

(2) x 2 -\- mx ~\- \ px 2j rq . 

3. 用 g ( x ) 除 /(« r ) ，求商 g (« r ) 与余式 r ( x ): 

(1) / ( x ) = 2 x 5 — 5« r 3 — 8« r ， g ( x ) = x ~\~3； 

(2) f { x )= x z — x 2 — x y g ( x ) = x — l + 2 i . 

4. 把 /(« r ) 表成 : r 。 的方幂和， S 卩表成 

c 0 + qO — x 0 ) + c 2 {x — x 0 ) 2 + ••• 

的 形式： 

(1) f ( x )= x b 9 Xo = l ； 

(2) f ( x ) = jo a — 2 jo 2 3 9 xq = — 2; 

(3) f ( x ) = x A + 2 ix 3 — ( l + i ) x 2 — 3 ar + 7+ i , x 0 = — i . 

5. 求 /(« r ) 与 〆 ： r ) 的最大公 因式： 

(1) / ( x ) = + x 3 — 3 x 2 — 4： x — 1, g ( x ) = x l x 2 — x ~ \ ； 

(2) f ( x )= x A — Ax 3 + ly g ( x ) = x 3 — 3 x 2 -\-1 ； 

(3) /( x ) =« r 4 — l ( Xr 2 + l ， 

g ( x ) = x 4 ~4 ^>/~2 x l + 6 x 2 + 4 ^>/~2 x +1. 

6 •求 u ( x ) ， t ;(: r ) 使 u ( jo ) f ( x )+ v ( jo ) g ( jo ) = ( fix )， g ( x )) •• 

(1) / ( x )= x 4 -\~2 x 3 — x 2 — 4« r — 2， 
g ( sc ) = x A x 3 — x z — 2 x — 2; 

(2) f ( x ) = 4 a ： 4 — 2 x 3 — 16 x 2 + 5 a ： + 9, 
g ( x ) = 2 x 3 — x 1 — 5 x — 4; 

(3) / ( x ) = x A — x 3 — Ax 2 + 4： x + 1, g ( x )= x 2 — x — l . 

7. 设实系数多项式 /(« r ) = x 3 ~\~ il + t ) x 2 -\-2 x -\~2 u ygix ) = x 3 + 
tx + u 的最大公因式是 一 个二次多项式，求的值. 

8. 证明： 如果 JO ) | /( x ) | 《 O ) ，且 < i ( x ) 为 /(« r ) 与 
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尽 (《 r ) 的一个组合，那么对某( 26 尺，^ 0 )是 /(« r ) 与 gO ) 的最大公 
因式. 

9 . 证明： （/ OMO ) aOMO )) = (/ O ) ，发 ( oOMO )( AO ) 的 
首项系数为 1 ). 

10 . 如果 /( x )， gCr ) 不全为零， 证明： 

( fix) fr{ X ) I 

' (/O) ，尽 0 )) ’ （ /(X) ，《 o )) j • 

11 . 证明：如果 /( x )， g (« r ) 不全为零，且 

u ( x ) f ( x ) + v ( x ) g ( x ) = ( f ( x ) yg ( x)) y 
那么 ( 2 /( X ) 9 v ( x ) ) = 1 . 

12. 证明： 如果 (/0)，尽0)) = 1，（/( < 2：)，/1(：1：)) = 1，那么 

( f ( x ) 9 g ( x ) h ( x )) = 1 . 

13 •设 / l ( X ) ，… yfmix ) ，尽 lO ) ，… ^( x ) 都是多项式，而且 

(// (工） ygj ( jo )) = 1 (i = l ，2，."， w ; j = 1，2广.，”）. 

求证： ，幻 0 )尽2(工 ）… A (工 ））=1. 

14 . 证明： 如果(/ 0 )，尽(： 1 ：)) = 1 ，那么 

( f ( x ) g ( x ) 9 f ( x ) + g ( x )) = 1 . 

15 . 判别多项式 / Xx ) = x 5 — 5 a: 4 + lx 1 一 2 « r 2 十 4 x — 8 有无重数 
大于 1 的非常数因式. 

16 . 求 Z 值使 /( x)。*!： 3 — 3 « r 2 +^ r— 1 有重根 • 

17 . 求多项式: r 3 +/> x+g 有重根的 条件. 

18 . 如果 Cr — l ) 2 |( Ar 4 十及 r 2 + l )， 求九凡 

19. 证明： l+«r + & + …+ 士没有重根 •； 

Z ! n \ 

20 . 如果 a 是尸 / Cr ) 的一个々重根，证明 a 是 

g (^ o ) = X ^ a Lf O ) + /’ ( a )] — f { x ) + /( a ) 

的一个 A + 3 重根. 

21 . 证明：如果 (《 r — 1 ) |/ X « r ”） ，那么 (《 r ” 一 1 ) \ f ( x n ), 

22 . 证明：如果(* 2 ： 2 + 1 + 1 ) I ，那么 

0—1) |/ iO) ， O — 1) |/ 2 (工）. 

23 •设 / i ( x ) =af (jo) + bg ( x ) 9 gi ( x ) =cf ( x )+ dg ( x ) ，且 ad — 



证明： ( fix ) yg ( x )) = ( fi ( x ) ygi ( x )). 

24 - 证明只要的次数都大于零，就 
可以适当选择适合等式 

u ( x ) f ( x ) + v ( x ) g ( x ) = { fix ) yg ( x )) 

的 w (« r ) 与 rO ) ，使 

deg («( x ))< deg (^^^), 

deg ( t ,( x ))< deg ((7 wfe )))- 

25. 证明： 如果 /( x ) 与尽 O ) 互素，那么 /(工 771 ) 与发 ( x w )( m > l ) 
也 互素. 

26. 证明： 设 />( x ) 是数域 K 内次数大于零的多项式，如果对于 
数域 iC 内任何多项式 / OhgO )， 由/>0)|/( < 2：)尽( < 2：)可以推出 
户 (《 r ) |/(工)或者 /)( x ) | 发( X )，那么/ >( x ) 是不可约多 项式. 

27. 证明： 数域尺内次数>0的首一多项式 /( x ) 是一个不可约 
多项式的方幂的充分必要条件是，对数域尺内任意的多项式 gU ) 
必有 (/ Cr )， gCr )) = l ， 或者对某一正整数 m ，/( x )|， Cr ). 

28. 证明： 数域 K 内次数>0的首一多项式 / Cr ) 是某一不可约 
多项式的方幂的充分必要条件是，对数域 K 内任意的多项式 g ( x ), 
/ i ( x ) ，由 fix ') I g ( jo ) h ( x ) 可以推出 fix ') \ g ( x ) ，或者对某一正整数 

m ， fix ) \ h m { x ). 

29. 证明 g〆 :?:） sp + x + l ， g2 (: r ) =« r 2 —« r + l ， 9 3 (工）=工 2 + 2是 

MQr ] 内的不可约多项式，从而它们两两互素.令 

f I («^) — oc — 1， f 2 (. x ) = _ X 9 f — 7. 

试求 fix ') G KDr ]， 使 f ( x )= fi ( x ) (mod ^( x))(z = l ,2,3). 

30. 证明： 在复数域内：不能有不为零的重数大于 
2的根. 

31. 证明： 如果 / OtOl / Cr 71 )， 那么 / Cr ) 在复数域内的根只能是 
零或单位根. 

32. 如果 f ( x ) |/(« r )， 证明： /(« r ) 有 w 重根，其中 w = 

deg fix ). 
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§2 C ， K ， Q 上多项式的因式分解 

在这一节中，我们具体地探讨一下复数域 C ，实数域 K ，有理数 
域 Q 上一元多项式的因式分解问题，其中关键的一点是搞清楚这些 
数域上哪些多项式是不可约的.对于 C 和 M ，这个问题已有完满的 
答案，而对 Q 问题还远未解决. 


1. C [ x ] 与 M [ x ] 内多项式的因式分解 


我们首先来找出 C [ x ] 内的所有不可约多项式.这依赖于第一章 
所述的一条经典定理. 

定理 2. 1( 高等代数基本定理）复数域 C 上任意一个次数>1 
的多项式在 C 内必有一个根. 

在19世纪以前，代数学的主要内容是寻求各种代数方程的根. 
上述定理 2. 1显然是一元高次代数方程求根问题的理论基础.正因 
为如此，它在理论上具有基本的意义.但是近代代数学的中心问题已 
不再是方程的求根问题了，所以这个定理被称为“高等代数基本定 
理” • 

推论1 CO ] 内一个次数>1的多项式是不可约多项式 
的充分必要条件为它是一次多项式. 

证前面已指出，在任意数域 K 上的一次多项式都是内 
的不可约多项式.现在假定是 CO ] 内的一个不可约多项式，如 
果 deg /> U )>2, 则根据高等代数基本定理，它必有一个复数根〜于 
是 O — < 2 )|户(： 1 ：)•设 />(•!：) = O — ahO )， 其中 deg g ，这与 
户(工)的不可约性相矛盾，故必定有 degp { x ) = l . | 

这个推论完满地回答了本段开头所提出的问题，再利用§ 1中 
的因式分解唯一定理，我们立刻有 

推论2 C [ x ] 内任一非零多项式 /( x ) 可以唯一地分解成 

/O) = a Q {x — — a 2 ) 々 2 … O — a r Y r , \ 

在上面的分解式中，<2。为 /0) 的首项系数，而<^,<22,…，•为 
/(• r ) 在 C 内两两互不相同的根，它们的重数分别是々 1 ，々 2 ,…， 々 r •.显 
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然，々!+& +…+1 = 士8/0). 

命题 2. 1 K [ x ] 内的首一不可约多项式仅有下列 两类： 

( i ) — '次 多项式 *3： — a {a G IR ); 

( ii ) 二次多项式 K >/> 2 — 4^< C 0). 

证 我们首先指出 ：上述 两类多项式在 MDr ] 内都不可约 .x — a 
的不可约性读者已 熟知. 现设/ { x )= x 2j rpx + q , p , q ^:^, p 2 — 4 q 
<0. 如果 /( x ) 在 M [« r ] 内可约，它在 M [ x ] 内应有一个一次因子 
x — a { a ^： K ) ，于是 / O ) 有一实根 <2,这与它的判别式/> 2 — 4 g <0 矛 
盾.故 / Cr ) 在 IRDr ] 内不可约. 

再设 / U ) 是 R [ x ] 内任意一个首一不可约多项式.如果 
deg / O ) =1，则 f ( x ) =x — a ( a ^： M ). 下面设 / O ) 次数 >2. 此时 

fix ) 没有实根(否则它有实系数一次因子，与它在 M [ x ] 内不可约之 
设矛盾).设 C 是它的一个复根.于是，在 C [ x ] 内有/ ( x ) = 
u -^)/ 1 ( x ),/ 1 u)e c [ x ]. 根据第一章命题 2. 4，有 

( a — < 2 )/ 1 (^) = f ( a ) = 0. 

但 < 2 芒 K ，故5—< 2 # 0 ,从上式推出 /i (3) = 0,于是有 

/“•!：）= O — WAO ) 即 / ( sc ) = { x — a ) {x — a ) f 2 { x ). 

而因为 （x — a)(:c —+ + a M [ x ], 由此不难知 
fzix ) G KDr ] •但 / O ) 为 K [« r ] 内首一不可约多项式，故 / 2 ( x ) = l . 
于是 

/ O ) = 0 — < 2)0 — a ) = x 2 + px + q Qp，q G ®). 

因 / Or ) 无实根，故 〆 一知 <0 •这证明了我们的 命题. ■ 

从命题 2. 1及§ 1中的因式分解唯一定理，立得 

命题 2. 2 KDr ] 内一个非零多项式 / U ) 可唯一地分解成 

fix) =a 0 {x — a^ix — a 2 )〜 … O — a r ) k r 

• O 2 + p x x + q ^ — ix 2 + p s oc + q s )、 

其中 q ，…， R ，为 / O ) 的互不相同的全部实根，重数分别为 I ， 

…，而 />,，①6肽，户, 2 — 4① <0 (f = l ， …， 5). | 


2. Q [ x ] 内多项式的因式分解 

Q[x] 内的因式分解问题比 C[x] 和 R[x] 要复杂得多.我们不但 
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没有可能把 QDr] 内所有不可约多项式都列举岀来，而且对于一个具 
体的多项式，也没有一个一般性的法则来判断它是否不可约.在这一 
段中，我们仅限于介绍一些较为简单和基本的事实. 

令 

Z[scJ = { a 0 sc n + a〆 - 1 + …+ a n | a { ， i = 0，1 ，…，； i}. 

这是全体整系数多项式所组成的集合，它是 QDr ] 的子集.我们假设 
/ ix ) G ZDc ]，/(: c )#0 及±1•如果存在^ •(•!：)， A (: r ) G 使得 

fix ) ，且 《 O )# 士 1，/10)#±1，则称 / O ) 在 Z [« r ] 内 

可约， 否则称 / Cr ) 在 Z [>] 内不 可约. 例如 ， x — 1是 Z [>] 内的不可约 
多项式，但 2 U — 1) 是 Z [ x ] 内的可约多项式.我们首先来阐 明：在 
QDr ] 内判断一个多项式是否可约的问题可以转化为判断 ZDr ] 内一 
个多项式是否可约的问题. 

设 

fix ) = a 0 x n + a〆 -1 + …+ a„ G Z[:c] ， 

这里如果 ( a。，^ ，…， ) = 1( 即 /0) 的系数的最大公因子是 
1)， 则称 fix ) 是一个 本原多项式. 

命题 2. 3 QO] 内一个非零多项式 / U ) 可以表成一个有理数 

k 和一个本原多项式7 o) 的 乘积： /0)=々/(：1：)，而且々除了可能 
差 一 个±1因子外，是被 /o) 唯一决定的. 

证设/0)=<2。 > 2：”+<2 1< 2：” _1 +山+<2„.设撕为其系数分母的一 

个公倍数，则 mf ( x ) G Z[*r]， 将 m/O) 系数的最大公因子 d 提岀来， 

则 m/O) =df O)， 这里 TXx) 是一个本原多项式，令 々 = 则 

f ( x)=kf ( x ). 

设 

fix ) = kf ( x ) = ^i7i(x) (k ^ 0,^1 ^ 0) , (1) 

今 k\lk = rjsix % ， （ r ， 5) = l ) ，则有 5 / (x)=rf iO). 设 

f (x) = b 0 x n + 心:?:” -1 + … + b n ( b t ^ Z ) 9 
f i ( x ) = c 0 x n + + … + c„ (c f G ^ ). 

将上面的式子代入 (1) 式，比较： r 同次方幂的系数，得 
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sbi = rc { (i = 0，1 ，•••，；!）• 

由于 (r ， 5) = l ，故 5 | c,(f = 0， l ，…， w ) ，但 / iO ) 是本原多项式，故 5 = 

±1. 同理有 r =± l ， 于是匕二士夂此时显然有70) = ±71(*3：). ■ 

本原多项式具有下面所述的一个重要性质. 

定理 2. 2( 高斯引理） 两个本原多项式的乘积还是一个本原多 
项式. 

证 设 

fix) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ••- + a n x n (a { G ^ > 
gM = b 0 + b x x + 6 2< r 2 + … + b m x m (bi G ^ ) 

是两个本原多项式.为方便计，下面设 a „ +1 = a „+2 =…= 0,6 m+1 = 
心 +2 =… = 0. 又设 

f ( x ) g ( x ) = c 。 + + …+ c m + n x m+n . 

如果 / Or ) gU ) 不是本原多项式，令素数/>是其系数的一个公因子. 

设 /> |a: (z. = 0, •• •，厂 一1) ，户 t a r (r^n) ; /> |匕 (）= 0，…， 5 — 1 ) ，/> t ^ 

意 p | Cr-\~s > 而 

c r + s = (^- o ^ r+s + *•• + CL r -\ b s +\) + a r b s 

+ {a r+ ib s -i + ••• + a r+s bo). 

上式两个括号内均含有因子/>，故必有 />| aA . 因为是素数，/> 
=^ ip , a r ) = 1，此时应有/?|&，与假设矛盾.这个矛盾表明乘积 
/(• iOWx ) 是本原多 项式. ■ 

利用高斯引理，我们容易得到下面的 

命题 2. 4设 / ( x ) 6 QDr ]， deg /(: c )>0.% / ( x)=kf O )， 其 
中 Q ，/ Cr ) 是一个本原多项式.则 / Cr ) 在 QDr ] 内可约的充分必 
要条件是在 Z [ x ] 内可约. 

证 条件的充分性是显然的，我们来证明必要性的方面.设 

fix ) 其中 g ( sc ) 9 h ( jo ) G Q[x], 0< deg 貧 (x) < 

deg/O) •命 g ( x)=l g ( sc ) 9 h ( x)=li hXx ) ，其中 Q ，而 g ( x ), 

石 O ) 为本原多项式.此时 f ( x )= kf ( x)=lli g ( x ) h ( x ). 根据高斯引 
理，为本原多 项式. 再根据命题 2. 3,有/ (^)= 
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(士貧 0))6 O ) ，这表明 7(1) 在内可约. ■ 

现在，我们只要来研究如何在 Z [ x ] 内判断一个多项式是否不可 
约就可以了.但是，这个问题迄今为止还远远未能完满解决.下面介 
绍一个在许多情况下有用的判别法则. 

爱森斯坦判别法 设 给定; 2次本原多项式 

fix) = < 2 。+ < 2 # + …+ a n x n G 冗 [ 工 ]^ 1). 

如果存在一个素数户，使/ >| a,G = 0， l ， …，;2 — 1)，但 \ a n ^ p 2 { a 。， 则 
/ Cr ) 在 Z |>] 内不可约. 

证 用反证法.设 /( x ) 在 Z [ x ] 内可约，即 

fix) = g{x)h{x ) ， 

其中 

gix) = 6 0 + + …+ b m x m 6 z[x], 

h(sc) = c 0 + CiX + ••• + c t x l G Z[xJ. 

这里 ( XdeggOXdeg / O ). 为方便计，下面式子中多项式/(工）， 
gix ) ，/ iO ) 的系数 ai ， bi ， Ci 的下角标大于其对应多项式的次数时，均 
认为等 于零. 因为 〜 = 而/> ，故/> \ b m ,p \ c h 另一方面，/>| 
a 0 , 而 a 0 = 6 0 c 。， 故户 1 6。或/> I c 。. 不妨设户|6。，此时因户 2 ta 。， 故户 t c 0 . 
设户 IW — O , …， r —1) ，但 \ 6 r (0< r < m ). 此时 p \ a r ,M 

<2r = (b 0 C r + biC r -i + ••- + b r -iCi) + b r c 0 . 

上式括号中各项均含有因子户，故/但/>丨~，户丨 C 。，/) 是素数， 
矛盾.由此知 / Cr ) 在 Z [>] 内不可约. ■ 

例 2. 1设;2为任意正整数.证明 — 2在 QDr ] 内不可 

约 • 

解 我们只要证明 / — 2在 Z [： r ] 内不可约就可以了.利用爱森 
斯坦判别法，取 p = 2 . 现在 < 2 。= 一 之，〜：…：〜—显然满 
足命题中的条件，故/一2在 ZDr ] 内不可约. 

这个例子表明在 QDr ] 内存在次数为任意正整数的不可约多项 

式. 

例 2. 2证明为素数)在 Qb ] 内不 
可约. 
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解同样，只要证明 /U) 在 Z[x] 内不可约就可以了.但现在不 
能直接使用爱森斯坦判别法.我们想办法做一点变化.因为 /U) = 

1) •令 g ( y ) = f(y + D - 显然 ，貧 (: y) 在 ZQy] 内不可约 
等价于 /U) 在 Z[x] 内不可约.而 


g(y^> = L(y + — i~]/y = 艺 


k 


P 

k 


y 


k —1 


因为户•（户 一 1) ! = k \ { p — k ) I 


P 

k 


，当 时，户 \ k\,p \ip 


k ) l ，按第八章命题 1. 4 的推论，应有户 


P 


(々=1""，/> — 1)，但 


P 



! p ] 




! 


， P 2 

f 



\pl 


i 1 / 


，根据爱森斯坦判别法 4(30 在 Zb] 内不可约，从 


而 /Cr) 在 Z|>] 内不可约. 


3. Z[x] 内多项式的因式分解 


有理整数环 Z 不是数域，因而§ 1关于数域 K 上多项式的因式 
分解唯一定理对不适用.但我们可以重新证明 Z[x] 内也有相 
同的结果.首先注意如下事实. 

1) 设/(I)是 Z[_r] 内零次不可约多项式，则必有/0) = ±户， 
其中 P 为素数.这是因为 /( x)=ae z，a 在 Z 内应不可约，而 
a / ±1，故 <2= ±户. 

2) 若 /U) 是 Z[x] 内次数>1的不可约多项式，则它必为本原 

多项式.否则设 /U) 系数的最大公因子是 A 则 /U)= dfU ), 这 
里 士 l，deg/(Jt^sdeg/O^^l， 这与 /(x) 不可约 矛盾. 

3) 若 /O) 是一个可约的本原多项式，则/ { x )= g { x ) h { x ) 

中 g ( x ) ，/ i(x) G 冗[工]为本原多项式，且 jdeg/iO)》]^ 
因为/(工）可约，故知 + •若 deg^(x) = 0,设 

deg 貧即 a 为 /O) 系数的公因子，这 

參 

与 /O) 为本原多项式之设矛盾.同理知 gO)，A(:c) 应为本原多项 

式. 

命题 2. 5设 / U) 是 Z[i] 内一个首项系数为正的多项式且 
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/0)尹1，则 / O ) 在 z [« r ] 内可以分解为 

fix ) = />?•••/>? 户 iO )’! … 户 / O )'， 

其中 Pi ， …， pk 为两两不同的素数，/>1 O ) ，…， 户 / O ) 为 ZLr ] 内两两 
不同，次数>1且首项系数为正的不可约多项式.上述分解式除了因 
子的排列次序外，是唯一的. 

证 存在性 对 /(X) 的次数； 2 作数学归纳法.当 ；2 = 0时， 
fix ) = a 为大于1的整数，由 Z 内因子分解唯一定理知命题成立. 
设命题对次数的多项式成立，当 deg /(: c )=； 2 时，设 /0) 系数的 

最大公因子是 山则 f ( x)=df O ) ，其中/( I )为本原多项式.已知 d 
有素因子分解式，若 /( x ) 不可约，则命题已成立.若 fix ) 可约，则 

/ ix ) ，其中0 <degg ( x ) < deg / ( x ) , 0〈 deg / iO ) < 

deg / O ) ， 且 g { x ) ，/ iO ) 首项系数为正.按归纳假设 ^ g ( x ) ，/ iO ) 均有 
命题所要求的分解式，从而 /( x ) 也有所要求的分解式. 

唯一性设 /( x ) 有两个命题所述的分 解式： 

f ( x )= PY … p e k k pi (工、 fl “. pi 0 o、 fl 
= qXh (工 … qt (工) ' 

按高斯引理，/ >1 qx { x ) v ^ O ” 均为本原多项式， 

再由命题 2. 3可知々…说二❸…0，由 Z 内因子分解唯一定理知 
k = s^pi = qi^ei = Ui(i = l ^2^^， k \ 于是 

由命题 2. ，… ， pi { x ) ，％(>)，… ，心 O ) 均为 QQr ] 内不可约多 

项式，按 QD *：] 内因式分解唯一定理即知 l = tjfi = v t jpi ( x ) = a { qi { x ) 
(f = l ，2, …，/)，其中 Q . 现在外 O )，9:0) 均为本原多项式，且 
首项系数>0,根据命题 2. 3,必有 a t = l . 唯一性 得证. ■ 

下面来讨论两个例题. 

例 2.3 设^ ，…， 〜是;2个互不相同的整数，证明 

71 

/(工） = n (工 — a { y + 1 

i=l 

在 QDr ] 内不可约. 

解 / Or ) 是首一整系数多项式，故为本原多项式.根据命题 
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2. 5,只要证明 /U) 在 Z[x] 内不可约就可以了. 

用反证法•设 /O) 在 Z[«r] 内可约，即 f ( x )= g ( x ) h ( x ) , g ( x ) , 
h ( x ) 6 Z[x] ,0<deg^(x)<deg/(o:). 此时 《(aO/Ka,) = 1 ，故 gia { ) 

与 AU,) 同为 1 或同为 一 1./O) 显然没有实根，故 gO) 与 AO) 也都 
没有实根.从数学分析中连续函数的性质可知〆: r) 与 Hx ) 在整个 
区间（一 ⑺， 十⑺）内不变号.于是对一切与 Had 或都等于 
1，或都等于一 1. 

(i) 若《(山）=/1(<2,) = 1(^=1，2广.，；2)，则《0) — 1 与 A 0) — 1 

有 W 个不同的根 <2i ，…，<2„，因而它们的次数都.但 deg^-(x) + 

deg/i(x)=deg/(a:) = 2w. Sfc deg^(x) = degh ( x )= n . 于是 

g ( sc ) — 1 = 0 — a x ){x — a 2 )--(x — a n ) = h { x ) — 1. 

故有 

n 

/0)= g ( x ) h ( x ) = _1 + ~ a *)] 2 

i=l 

n n 

= 丄丄(工— <2j) 2 + 2 丄丄(工— <2,) + 1. 

r = 1 ? = 1 

n 

代入 /O ) 的表达式，得] <2:) = 0. 矛盾. 

1 = 1 

(ii) 若 — 1，用同样的办法也导岀 矛盾. 

综合 (i)，（ii) 的结论可知/(I)在 QDr] 内不可约. 

例 2. 4证明实数域 R 作为有理数域 Q 上的线性空间是无限维 

的. 

解按定义，我们只要证明对任意正整数；2,在 R 内存在;2个元 
素在 Q 上线性无关.考查 

( 2 ) 

我们来证明它们在 Q 上线性无关.如果不然，则必存在一个最小的 
正整数10<々<；2，使 

= <2o • 1 H - <^1 …+ a 々 - i 2 k ~ l (cii 6* Q )• 

令 / ix ) = x k — a k -\ x k ~ l - aix — <2 0 G Q[*r]， 用 /O) 去除 ？一 2, 

得 

x n — 2 = q(x)f(x) + r(x ), 
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其中 r ( x ) G QDr ]， K « r ) = 0或 degr ( x )< deg / O ) •令代入 

上式，得 rdT ) = 0 .如厂0)7^0,设 degr (: c )=/， 我 们发现 向量组 

(2) 第/个向量能被其前面的向量线性表示，这与々的选取矛盾.由 
此知 rCr ) = 0, 于是 / Cr )|(/ —2) •但在例 2. 1中已证明 / — 2在 

QDr ] 内不可约，故不可能.这表明向量组 (2) 在 Q 上线性无关. 

上面两个例题分别使用了数学分析和线性代数的知识.这说明 
在处理具体问题时，必须把各方面的知识融会贯通地使用，不应当把 
看来属于不同领域的知识互相隔绝开来. 

习题二 

1. 判断下列多项式在有理数域上是否可约？ 

(1) 工 2 + 1; 

(2) x A 一 8： r 3 +12： r 2 + 2 ; 

(3) < r 6 + < r 3 + l ; 

(4) x p ~\~ px ~\~\ > 为奇素数）； 

(5) x 4 + 4^ x+l {k 为整数 )• 

2 •设 fix ) G KD ] ，对任意 IR ，/(< 2 )> 0 . 证明 /( x ) 可表为 

fix ) = gix ) 2 + h ( x ) 2 , 

其中 g ( x ) , h ( x ) G M [ x ]. 

3. 将 C 看做有理数域 Q 上的线性空间.设 /( x ) 是内的一 
个 w 次不可约多项式， C 是 / Cr ) 的一个根.令 

Q [«] = { a 。 + ap + …+ a n - x a n ~ l \ a { G Q }. 

证明 Q [ a ] 是 c 的一个有限维子空间，并求的一组基. 

4. 续上题•设…十^— 〆 - 1 是内的一个非零 
元素.证明在 Q [ a ] 内存在一个元素7,使 137=1. (/?7是 C 内两个数 
作乘法 .） 

5. 设 / O ) + ai ： c n_1 + … + a „ G Z [« r ] (<2。古0)•又设 

g (工)是 ZQr ] 内任一多项式，证明存在非负整数 I 以及 qix ) , r ( x ) G 
z |>]， 使 

a [ g { x ) = q { x ) f { x ) + r ⑴， 
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其中 rO ) = 0 或 degr ( x ) < deg / (x )• 

6. 给定 /(• r )=<2 0< r n + a 1< r n_1 + 〜+ a„G Z [« r ]. 设存在素数户及 
非负整数々，使/|心 +1 ，/) |以 +2 ,…，/> |<2„，但/> 2 [<2„. 证明 / O ) 在 
ZQr ] 内有次数>；2—々的不可约因子 ( p { x ). 

7. 在 M[x] 内求下列多项式的素因式标准分 解式： 

(1) x 2n -l ； (2) x 2n+1 ~l ； (3) x 2n+1 + l ； 

(4) : c 2n + L 


证明下面的 等式: 


(1) cos 


丌 


cos 


2 丌 


2w + 1 2n + 1 


cos 


nn 


2n + 1 


n 


(2) sin 斤 sin _ 

2n 2n 


sin 


(n — 1 )兀 

2n 



n 

—l • 


9. 在 Z [： r ] 内求下列多项式的素因式标准分 解式: 


(1) x 6 — 1 ； (2) x 8 — 1 ； (3) x 12 — 1; (4) x 32 — 1. 

10. 设 /(• r)=ao + a 1< r + … Z [« r ]， 其中 a 。 为素数且 
ao > Iq I +…+ | a „ I •证明 / O ) 为 Z [« r ] 内不可约多项式. 


# § 3 实系数多项式根的分布 

在这一节中，我们重点讨论实系数多项式的实根在数轴上的分 
布规律.实系数多项式就是数学分析中所讨论的一类典型的连续、可 
微实函数.因此，在这一节中我们将要使用数学分析的许多概念和结 

果. 

我们首先来给出复系数多项式的根的一个粗略的界限. 

命题 3. 1 设 /(• r )= a 。• r ^ + a 1 < r ^_1 + …+< 2„6 C [« r ]， 其中 a 0 7^0 

而.令 

A = max { \ a x | , \ a 2 1 ，…， \ a „\ }. 

则对 /( I ) 的任一复根 a ， 有 I a I < C1 + A / \ a 0 1. 

证 如 A = 0 , 则 a = 0 , 命题 成立. 下面设 ^4>0. 如果 | a|>l + 
A /\ a 0 1 ，那么，因为 / O ) = 0 , 故有 

\ clo °^ I = | a〆— 1 + … + a „ I ^ \ a x \ | ct | n ~ l + … + | a „ 
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< A(|a|”— 1 + …+ 1) = A(|a|” 一 1)/( M - 1). 

现在|« | ”> 1，故从上式立刻得到 

| a ，| <斗| 7 (|«| — 1). 

两边约去 kl % 略作变形，得 kl < l + A / k Q |， 矛盾. ■ 

利用上面的命题，我们可以对一个实系数多项式的实根的分布 
有一个大概的了解，即它的实根总位于区间 

( 一 1 一 A/ | ao | > 1 ~\~A/ I ao I ) 

之中.为了进一步搞清实根的分布情况，我们需要先引进一个新概 

念. 

给定实数序列 

cii , a 2 ， …， ( 1 ) 

将其中等于零的项划掉，对剩下的序列从左至右依次观察.如果相邻 
两数异号，则称为一个 变号. 变号的总数称为序列 （1) 的变号数. 

例如序列 

0，一 2，1/ 3，0，— 2，一 3，1 

的变号数为 3 . 

实数序列 ai , a 2 > a 3 的变号数有一个简单的规律，即如果 
0 ,则不管 a 2 为零，为正或为负，这个三项序列的变号数总是 1. 这个 
事实下面将要用到. 

给定实系数多项式的序列 

/ iO ) ，/2(工），…，人(工）. (2) 

对 ae M ，实数序列/☆)，/&)，…， /„( a ) 的变号数称为多项式序 
列 (2) 在 x=a 处的变号数 ，记做 W ( a ). 这样，对于一个实系数多项 
式序列（2)，我们定义了一个取整数值的函数 WU )， 称为多项式序 

列 （2) 的 变号数函数. 

现在设 /( x ) 是一个次数的在 R 内无重根的实系数多项 
式.实系数多项式序列 

/ 0 O ) = / O ) ，/ 〆 ：?：），/ 2 0)，…， / 5 ( x ) (3) 

如果满足如下 条件： 

(0 相邻两多项式/,00，/, +1 (：0(/ = 0，1，〜， 5 —1)没有公共实 
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根； 

( ii ) 最后一个多项式 / 5 ( x ) 没有 实根； 

( iii ) 如果某个中间多项式 /( x ) (1</<乃有一个实根 a ， 则 

/,_!(«)/,+! ( a ) <0; 

( iv ) 如果 a 是 /(: c ) 的实根，则乘积的一个 
充分小的邻域内为增函数， 

则称序列 （3) 为 /( x ) 的一个 斯图姆序列. 

/( x ) 的斯图姆序列的变号数与 / Or ) 实根的分布有深刻的联 

系. 

定理 3.1( 斯图姆定理） 设 /( x ) 是一个在 R 内无重根的实系数 
多项式，它有一个斯图姆序列 （3) .以 WU ) 表 （3) 的变号数函数.设 
a ， b 是两个实数，它们不是 /( x ) 的根，且则 /( x ) 在区间 ( a ， 心) 
内实根的个数等于 W{a)-W{b). 

证 将斯图姆序列 （3) 中各个多项式的实根通通收集在一起，并 
按大小依次排列如下：〜<^ 2 <>"<以. 

因为在区间 （ 一 00 >< 2i ) , ( a , , a I + i ) (/ = 1，2,…，々 一 1) ， （ A ， +°°) 
内 （3) 中任一多项式都无实根，因而它们在这些区间内都不变号.于 
是，在这些区间内，为常数(参看图9.1).我们只要证明： 


kW(x) 


< 

> 

< 

>-< 

_ _ i 

} 

i_ 

_i 

? - 

i_ j 

••• ••• 

0 a k 


图 9. 1 


1) 如果 a , 不是 /( x ) 的根，则在 a , 左右两边的函数值相 
等； 

2) 如果^是 / Or ) 的根，则在^左端 WOr ) 的函数值比&右端 
的函数值大 1. 

对每个 A ，我们来考查斯图姆序列 （3) 中如下两种类型的小段. 
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( a ) a t 不是 (3) 中 f 个连续多项式 

fj + iix ) ，/) +2 0)，… j + t { x ) (4) 

的根(〖>2)，由于实系数多项式为数轴上连续函数，按连续函数的性 
质知，在的一个邻域 ( a t — £，& + £)内 （4) 中每个多项式都不变号， 
从而在此小邻域内 (4) 的变号数函数为常数. 

( b ) a , 是 (3) 中某个中间多项式 /,( x )(0<)< 5 ) 的根，考查 （3) 
的小段 

fj - l ( x ) ，/ y ( x ) ，/) +1 0). (5) 

按斯图姆序列的条件 G ) 和 （ iii )， 此时4不是 / dOr ) 和/ >+1 (: r ) 的 
根，且 / hUO / mUXO . 由连续函数的性质知，在 a 的一个邻域 
(A — £,& + £) 内处处有/,- 1 (:?:)/, +1 (:?:)<0，于是在此邻域内（5)的 

变号数函数恒等于1，也是常数. 

现设 A 不是 / Or ) 的根.这时序列 （3) 中任意两个相邻多项式 
/, Or )，/, +1 (: r ) 或属于类型 （4) 的小段，或属类型 （5) 的小段，且知这 
两类型的小段无重迭（但左端或右端多项式可以相同），根据上面 
( a )，（ b ) 的讨论，在每个小段变号数函数在邻域(山一£，^ + £)内都是 
常数， （3) 的变号数函数为每个小段变号数函数之和，从而在 
的邻域 U —+ 内 WOr ) 为常数，即&左端与 a , 右端的 

函数值相等. 

如果 A 为 / Or ) 的根.这时序列 （3) 中仅有/(^),/! ( x ) 不属上述 
(4)， （5) 两种类型的小段，故仅需考查序列 / Or ) ,/ Jx ) 的变号数在 
a , 左右两端的变号情况.根据斯图姆序列的条件 （ iv )， 乘积 
/ OrXAOr ) 在 A 的某邻域 U — £，& + £)内为增函数，我们已知 
fiadfiiad =0,故在 a t 左端 fix )，/i (^)异号，即有一个变号，而在 
a , 右端 fix ) ，力 U ) 同号，即无变号.现在 不管& 是不是 (3 ) 中某个 
中间多项式(只可能是 / 2 U ) 或以后的中间多项式）的根，根据上一 
小段的讨论，它们对邻域 U — e，A + e ) 内 WOc ) 的值没有影响.由此 
知此时 A 点左端 WOc ) 的值比^点右端 WU ) 的值大 1. 

现在让从 a 向6运动，每经过 /( x ) 的一个实根时 ， W ( x ) 的函 
数值减1，在其他情况下 WU ) 的值不变•故在 ( a ，《 内 / Or ) 的实根 
的个数为— | 
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上面的定理完满地解决了在 R 内无重根的实系数多项式/( X ) 
的实根分布问题.但随之就产生一个问题：如何找出 / U ) 的斯图姆 
序列呢？下面我们就来介绍一个切实可行的办法. 

设/( X )是一个在 M 内无重根的实系数多项式，取 / Q ( x ) = 
fix ) ，/ i (* r )=/' O ) (设 deg /0)> l ) •以 / i ( x ) 除 / o ( x ) ，得 

/ 0 O) = ^i(j ： )/i(x) + 厂 1( 工）， 

ri ( x ) = 0 或 degqO ) < deg /^ x ). 

如 ^0) = 0, 过程到此结束.否则，取 f 2 ( jo ) = — ri ( x ) ，再用 f 2( 工)去 
除 / i ( x ) ，得 

f ' ix ) = g 2 0)/ 2 0) + r 2 ( x ) , 
r 2 ( x ) = 0 或 degr 2 ( x ) < deg / 2 ( x ). 

如 r 2 0) = 0,过程到此结束.否则，取 / 3 ( x ) = — r 2 ( x ) ，再用 / 3 (： c ) 去 
除/ 2 (工），•••.经过若干步后，我们有 

/ 5 _ i ( x ) = q 5 { x ) f s { x ). 

于是，我们得到一个实系数多项式 系列： 

fo(jo)=f(x) ， /i(x)=/’ （ x) ， / 2 ( 工）， … ， / J-I(x) jfs(jo). (6) 

我们来证明，上面的序列就是 / U ) 的一个斯图姆序列. 

因为 / (： c ) 在 R 内无重根，故 (/ O ) ，尸 ( x )) = (/ 0 ( x ) ，/ i ( x )) = 
dCr ) 无实根，而从上述多项式序列的构造法可知有 

— / I+ i(x) (i = 1 ， 2,…，5 — 1). (7) 

于是我们得出（参看求两个多项式最大公因式的辗转相除法） 

J(X) = (,0，/^) = (/"/ 2 ) 二 "=(//，/, + 1 )=…= (/s—i ， fs)=kf s ， 

其中々是一非零实数. 

1) 因为 / 5 u ) = f ， 故它无实根. 

2) 因为 (/,(: c ) yfi+i ( x ))= d ( x ) ，故存在 uAjc 、，Vi ( x ) G ， 

使得 

u t { oc ) fiix ) + Vi ( x ) f t +1 ( x ) = d { x ). 

因 J ( X ) 无实根，由上式立即推知 /. U ) 与 /, + 1 (： T ) 无公共实根，这里 

2 = 0 , 1 , * * * , 5 — 1. 
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3) 设《是 /,( x )( l <£< 5 ) 的一个实根，代入(7)，得 

= 一 y^r + l (^) > 

即 J ^ t-i C a ) fi+i (^ XO . 

4) 设《是 /( x ) 的一个实根，则尸0)#0,而 

[/o ( 工 )/i(i)T = [/o)/’o)]’ = [/'( 工 ）] 2 +/( 工 )/"( 工 ). 

于是[/。(尤)/1(尤)]' \ x = a=\_f ( a )] 2 >0. 这表明 / oO )/^ ( x ) 在 x = a 

的某个邻域内为增函数. 

这证明多项式序列 （6) 是 /( x ) 的一个斯图姆序列.显然，把 
AOr )，/ 〆 :^， …， / 5 ( x ) 各自乘一个正实数，所得的多项式序列仍为 
/ U ) 的一个斯图姆序列. 

如果 /( x ) 是一个在 R 内有重根的实系数多项式，设它在 R 内 
的素因式标准分解式为 

/ O ) =如九（:… 

从§ 1中对重因式的讨论可知， 

d{x) = {fix) 9 f f (x)) = piOc、 k '- 1 … pyXoc)、- 1 • 

令 /0)= d (: c )/(: r ) ，则 

fix) = … /vO). (8) 

它和 / Or ) 有相同的不可约因式（因而有相同的一次因式， B 卩有相同 
的实根），但无重不可约因式，即没有重根.因而只需研究多项式 （8) 
的实根分布就可以了. 

例 3. 1考查多项式 /0)=: c 3 + 3: c 2 — 1，并求其实根个数和 
有根区间. 

解易知 (/ Cr ) ，尸 Or ) ) = 1，故它在 C 内无重根.按上述办法， 
它的斯图姆序列可取为 

/ 0 O) = x 3 + 3sc 2 — 1 , 

fi(x) = Zx 1 + 6 工， 

y *2 ( 工 ） = 2工 +1 ， 

f 3 (x) = 1. 

它们在一〜和+〜处变号数可用下面的表来 表示： 
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/ oCr ) 

/ i ( x ) 

,2(X) 

,3(工） 

变号数 

—— oo 



IBS! 

+ 

3 

-|- oo 

+ 



+ 

0 


由此表可知，对充分大正数 N ， W ( — N ) 与 WOV ) 的值是多少，故多 
项式 /( x ) 有3个实根.根据命题 3. 1可以断定 / U ) 的实根都位于 
区间（一4,4)之内.对于这个区间内任一小区间应用斯图姆 
定理可以求出 U ， 幻内 /( x ) 的实根个数.利用这个办法可以 证明: 
/( x ) 的三个实根分别位于区间（一3, — 2)，（一 1，0)，（0，1)内.这就 
把 / U ) 的实根分布情况完全搞清楚了. 

习题三 


1. 讨论多项式 

x z + x 2 — 2 x — 1 ； x 4 + x 2 — 1 

实根的分布状况. 

2. 讨论下列多项式实根的分布 状况： 

(1) nx n — x n ~ l — x n ~ 2 —…一1; 

(2) x n ~\~ px~\~q (/> M ) ，这里设多项式无 重根. 

3. 求实系数多项式/ ( sc ) = sc 5 — 5 a j : 3 + ba 2 x + 2 b 的实根的个 
数，这里设多项式无重根. 

4. 证明实系数多项式 /( x )=: c 5 + a : c 4 + ^ r 3 + c ( c #0) 不能有5 
个不同实根. 

5. 设 /( x ) 是 w 次实系数多项式，是两个实数，如果 
/ Or ) — a 和 f ( x )- b 都有 W 个不同的实根.证明对任意实数从 
a < X < b 9 f ( x )- A 也有 W 个不同的实根. 

6. 求厄米特多项式 = ( — 的实根的个 
数. 

7. 求多项式£„(:^:) = l + :^■：^:+… + +：^: 7^ 的实根的个数• 

1 1 n \ 

8. 设 /( x ) 是无重根的三次实系数多项式.令 

F { x ) = 2/0)/"0) — [/’⑴] 2 ， 
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证明 FCr ) 恰有两个实根. 
9. 求多项式 


尸 nO ) 


实根的个数. 



U 2 + l ) n+1 


d n 

dx n 



*§ 4 单变量有理函数域 


请读者首先回想一下，在初等代数中从整数集合 Z 出发得到了 
有理数域 Q . 在§1中我们 指出： 数域尺上的一元多项式集合 K [ x ] 
和 Z 有许多共同的地方，因而自然会问，对尺[: r ] 能不能参照这个办 
法，从中得出一些新的东西呢？我们现在就来讨论这个问题. 


1. 单变量有理函数域的定义 


设 K 是一个数域.定义集合 

A ( K ) = {[/ O ) ,^( x )] \f ,g G K [_ x^\,g ^ 0}. 

(这里 [/( X )， g (： T )] 是一个二元有序组的记号，不代表 /， g 的最小公 
倍式)在 A ( K ) 中定义一个关系“〜” 如下： 

[/O)，〆 工)] 〜 

容易验证，这个关系具有如下 性质： 

1) 反身性：[/，《]〜[/，《]; 

2) 对 称性： 若[/，《]〜 [/i ， gi ]， 贝! J[/i ， gi] 〜[/，貧]; 

3) 传 递性： 若[/，《]〜[/1，《1]，[/1，《1]〜[/2，《2]，则 

[/，《]〜[,2,茗 2]. 

这说明“〜”是一个等价关系.把 A ( K ) 的元素按照上述等价关系进 
行分类，凡互相等价的元素放在一个类内，称为一个等 价类. A ( K ) 
的这种等价类所组成的集合记做 K ( x )， 元素 [/，&]e 
所属的等价类我们今后记为 /(• r )/ i g •(: c ). 于是 K ( x ) = 


fix ) 


显然，如果 [/， g ] 〜 [/! ，幻] ，即 fgi = 


/ ig ， 则 // gz / i / gi ; 反之 亦然. 形式表达式 /( x )/^( x )(^( x )^：0)^ 



*§4 单变量有理函数域 183 

9 

为分式(或称有理分式) . K ( X ) 内的元素用分式表示时，其表法不是 
唯一的.因为将中同一个等价类中的元素写成分式形式时，它 
们代表 KU ) 的同一个元素.显然，若 A (: r ) eK [： r ]， AU)^OjlJ 
[/，貧]〜[/△，#]，故 f / g = fh / gh . 在分式 / Cr )/ 〆 :?:） 中， / O ) 称为 
分子， gCr ) 称为分母.上面所述的事实 说明： 在一个分式中，如果分 
子分母同乘一个非零多项式(或约去一个非零的公因式），结果不变. 
由于这一原因，对内每个元素，我们可以找一个分子与分母互 
素的分式 // g ((/， g ) = l ) 来代表它，这样的分式称为既约分式.在 
一 个分式 // g 中，如果 deg /< degg ， 则称为真分式. 

定义 K [: r ] 到 K ( x ) 的映射 如下： 

/ O ) = f { x ) gix ) /g { x ) (V g ( jo ) 7 ^ 0). 

如果 /( i ) ，^•(: c ) 且 < pif )=( pig ) ,BP //1 = 《/1，于是[/，1] 

〜 [ g ， l ]， 故 f ( x )= g ( x ). 这表明 f 是一个单射.今后，我们把 fix ) 
与 f (/ U )) 等同起来，于是 K [: r ] 可以看做 KU ) 的子集，而 /( x)/l 
也简单地写成 /( x ). 

现在，我们在 KU ) 内定义加法和乘法 如下： 

1) 加法 

f ( x )/ g ( x ) + f lix ) / g x { x ) 

2) 乘法 

f { x )/ g { x ) • f / g x { x ) = lf ( x ) f 1 ( x )^/ g ( x ) g 1 ( x ). 

由于 K ( x ) 内的元素表成分式时，表法不唯一，因而我们必须证 
明上面的定义在逻辑上没有矛盾.我们以加法为例对此作一简单的 

说明•设 //^^ TVb / i / gi ^^ i / gi ， 于是有 

/ g = / gy fl gl = flgl - 

因为 g igi ii #0, 从上面两式得出 

fgglgl = f ggl gl ； flglg g = f lglg g - 

上面两式相加，得 

(fgi + fig) (ggO = (7 gi + fig) (ggO^ 

这表明 
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Lfgi + figl / ggi = Lfgi+f ig ^/ ggi - 
请读者参照上面的办法自行证明乘法定义的合理性. 

上面定义的 KU ) 内的加法和乘法运算满足如下几条基本法 
则： 

1) 加法满足结 合律； 

2) 对内的零多项式0,有 0-\- f/g = f / g ； 

3) 对任意 // gGKU )， 有 //《+(— /)/g = 0 ; 

4) 加法满足交 换律； 

5) 乘法满足结合律； 

6) 对 KDr ] 内的常数多项式1，有1 • f/g = f / g ; 

7) 对 //《 e 尺 ( x ) ，若//《关0,则/关 0. 于是 g // e k ( x ) ，此时 
f/g • g / f = l ; 

8) 乘法满足交换律； 

9) 加法和乘法之间存在分 配律： 

f / gifi/gi + fz / gz ) = f/g * fi/gi + f/g * fl / gl - 

这九条基本运算法则的验证是很容易的，留给读者作为练习.它 
们为我们熟知的分式运算提供了理论依据. 

读者不难发现， K ( x ) 内元素的表达方式及其加法、乘法的定义 
和九条基本运算法则都和有理数域 Q 极为相似.事实上，从 Z 出发， 
参照上面所述的办法，我们可以给出有理数域 Q 的严格定义.正因 
为如此，我们把定义了上述加法和乘法的集合 K ( x ) 称为数域 K 上 
的单变 量有理 函数域.它也是一个代数系统.应当指出，现在我们已 
经不把多项式当作函数.把 K ( x ) 称作“有理函数”域，乃是沿用历史 
上的习惯用语. 

K ( x ) 和任一数域一样，具有两种代数 运算： 加法和乘法，而且 
这两种运算所满足的运算法则也与数域内的运算法则相同.因此，以 
前我们以数域尺作为出发点所讨论的一些对象，诸如线性代数的一 
些基本概念和命题(矩阵、线性空间等等），以及§ 1所讨论的数域 K 
上的一元多项式及其因式分解理论等，都可以推广到 KU ) 上来，即 
把出现“数域字样的地方换成“单变量有理函数域 K ( x )”， 那么 
相应的概念和有关的命题仍然成立. 
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2. 有理分式分解为准素分式 

设在分式 /0)/ g (: c ) 中， deg / ( x ) > degg ( x ) ，作带余 除法: 

/(• r ) (: c )《(: c )+ r ( x )( x ) = 0或 degr ( x )< degg (: c ) •若 r(x) 

= 0,则 /0)/《(:?:）=/1(:?:)6尺[：?：]•若 Kx )#0, 则 

f(x)/g(x) = h(x) + r(x)/g(x). 

于是 // g 分解成一个多项式 AU ) 和一个真分式 r / g 之和.下面我们 
来讨论如何将真分式进一步分解. 

I . 分母不可约因子的分解 

将 K : c )/^ •(: c ) 的分子分母同乘一个非零常数，分式没有改变，但 
可将分母变为首一多项式.为简单起见，下面我们直接假定 gU ) 为 
K [: T ] 内的首一多项式.设它的素因式标准分解式为 

gix) = o > 2). 

命 gO ) = / >2( i / 2 …，显然有（九 O / 1 ， gO )) = 1，于是存在 
[ OOAOOeKDr ]， 使 

U OMO/i + V x ix)q{x) = 1. 

两边同乘 rCr )， 得 

r(x) = r(x)u {x)p l {x) k ^ + r{x)v x {x)q{x) , (1) 

作带余除法： 

r(x)u (x) = q l (x)q(x) + u(x ) ， 

其中 m 0) = 0 或 degw < degg . 代入 （1) 式，整理之后，得 

r(x) = u(x)p l (x) k ^ + v 1 (x)q(x). (2) 

因为 mO ) 的次数 < gO ) 的次数(如果 u ^ O ) ，「0)的次数<^0)的 
次数，从 (2) 式可知 degt ； i ( x )< deg /) i ( x ) Al . 此时 

r(x)/g(x)= [up\ l + v^/p^q 

= u(x)/q(x) + v l (x)/p 1 (x) k K 

上式右端是两个真分式之和.其中一个的分母已变成不可约多项式 
的方幂.如果 gOr ) 不是某个不可约多项式的方幂，则按照上面的办 
法对它再作分解.经过有限步之后，可得 

r(x)/g(x)= v x {x) / p x {xy^ + v 2 (x)/p 2 (x ) k 2 
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+ …+ v r {x) / p r {x) kr , 

其中 degVi(x) < degpiix) k i{i = 1 ， 2 广 * ，厂 ). 

I . 分母的进一步分解 

现在设是内一个首一不可约多项式，々是一个正整 
数，以（工）€ K [ a ：] , degt ； ( x ) <^degp ( x ) k . 我们来对真分式 v ( x )/ 

pixY 作分解. 

以 户 Or 广 1 除 Wr ) ，再以 2 除所得的余式，这种作法继续 
下去，得到如下一串 等式： 

v(x) = q 1 (x)p(x ) k ~ 1 + Vy (x ), 

Viix) = q 2 {x)p{x ) k ~ 2 + v 2 ix ), 


v k - 2 {x') = q k - l (x)p(x) + Vk-^ix ), 

比较两边次数知 deg ^, ixXAegpix ) jAegv k -\ ix )< idegp { x ). 现在 

v(x)= q 1 (sc)p(x ) i ~ 1 + q 2 {x)p{x ) k ~ 2 

+ ••• + q k - x {x)p{x) + Vk-\Oc ) ， 

于是 

v{x)/p{x) k = q^x'y/pix) + q 2 {x') / p{x ) 2 


+ ••• + < lk -\、 oc、I p { x) k ~ l + 二 (:j ”) • 

上式右端各分式的分子次数均小于 deg / KiK 但可能有某些 qi ( x ) 等 
于零或 ^- i ( x ) = 0). 

在尺0)内的一个分式 g (: r )//>(: r /， 如果其中 / Ki ) 是首一不可 
约多项式，而 degq ( x )< idegp ( x ) ，则称之 为准素分式. 综合上面的讨 
论，我们得到如下的结论. 

命题 4.1 KU ) 内任一分式可分解为一个多项式和若干准素 
分式之和 .I 

COr ) 内的准素分式应为 — U ，6 ec ). 将命题 4. 1应 

用于 C (： r ) ，可知 CO ) 内任一真分式 Kd / gO ) 可分解为 


其中设 


r(x)/g(x) = 


r 


n 


22 



b ik . 


(jc — a { ) ki 


icii ， b iki GO 9 
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g ( x ) = (x — ai ) 71 ^ (x — a 2 ) n 2 … （: r — a r Y r . 

K Or ) 内的准素分式有下列两种 类型： 

b/{x — a) k ， (a x + b )/( x 2 + px + qY ， 

其中 K ， 且户 2 — 4^< C 0. 如将命题 4. 1 应用到 K ( x ) 

中来，就可以获得数学分析中计算有理分式的不定积分时所需要的 
准素分式的分解式. 

例 4.1 在实数域内将下列有理分式分解为准素分式 之和： 

fix ) _ 2 x 4 — lOx 3 + lx 1 + + 3 

gix ) x 5 — 2 x 3 + lx 1 — 3^ + 2 

解首先要对分母进行因式分解.利用第一章 §2 关于整系数 
代数方程有理根的知识，知分母有两个整根一2，1，故可被 (: r + 2)0 r 
一 1) 整除，利用§ 1介绍的除法格式可算出分母除 (: r + 2)0 r — 1) 后 
的商(为一三次多项式），再将所得的商分解，有 

g ( x ) = x 5 — 2 x 3 + 2 x 2 — 3工 + 2 
= O + 2)0 — l) 2 (x 2 + 1). 

按命题 4. 1，在 R [>] 内应有分解式 

fix ) 一 a b c dx + e 

gix ) x + 2 (x — l ) 2 x — \ x 2 + 1 ’ 

其中是待定的实数.从上式得出 

/(• r )= aix — l ) 2 ( x 2 + 1) + b(x + 2)(工 2 + 1) 

+ c{x + 2)0 — DO 2 + 1) + dxix + 2){x — l ) 2 
+ e(^x + 2)(: — l ) 2 . (3) 

如果把上式展开，比较两边: r 同次方的系数，得到的5个 
线性方程，解此方程组可得出的值.这种方法称为待定系 

数法. 

但我们可以用另一个较简单的办法来处理这个问题. 

在 （3) 式中令 一 2得 <2 = 3. 再在 (3) 式中令 x = \ 得6=1•然 
后，在 (3) 中分别令 ：r = 0 和 ： r = — l 得 

I — 2 c ~ i ~ 2 e = — 2 ， 

1 — 4 c — ie = — 8. 

由此得 d = l . 最后，在 (3) 中令 :r = 2 得 
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20 c H " 4^ — — 52. 

把这些方程联立解得 <:=一2^= — 3.故 

fix ) = 3 1 _ 2 , x - 3 

g { x ) x + 2 (x — I ) 2 x — I 工 2 + r 

习题四 

1. 设数域•尺上的有理函数域 KOr ) 内的非零既约分式 
f ( x )/ g ( x ) 满足方程 

a 0 ( x ) y n + a〆 ：)：/ 1-1 + …+ a n ( x ) = 0 
( ai ( x ) G K \_ x ~\, a 0 { x ) ^ 0). 

证明 fix ) \ a n { x )， g ( x ) | a 0 ( x ). 

2. 设尺 O ) 内非零既约分式/0)/发0)满足方程 

y n + qO )/ 一 1 + …+ a n { x ) = 0 ( a t ( x ) G K \_ x~]jn ^ 1). 
证明 fix )/ g { x ) ^： K \_ x ~\. 

3. 证明： 在有理数域 Q 上的有理函数域 QU ) 内不存在有理分 
式 /0 r )/ g 0 r ) 满足如下 方程： 

y + y + (，+ 5) = 0， 

其中为大于1的整数. 

4. 证明 C (: r ) [: v ] 中多项式 : V 3 + («3： 2 + l)/:r 在 C (: r ) [: y ] 内不可 

约. 

5. 将有理分式 (2« r + l )/ O 3 —1) 分别在 C (： c ) 和 IRO ) 内分解为 
准素分式之和. 

6. 将有理分式（一 ： r + l )/ O 4 —4) 在 QO ) 内分解为准素分式之 

和. 

§ 5 群、环和域的基本概念 

前面几章，我们学习了线性空间，有理整数环和一元多项式环的 
基本理论，对代数学的研究对象和基本思想、基本方法有了初步的了 
解.现在我们要从理论上作一个简单的总结，使我们的认识上升到更 
高的层次. 
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在代数学理论中，如果一个集合具有一种或几种代数运算，并满 
足若干运算法则，则称为一 个代数系统. 在两个代数系统 A ， 万中，如 
果存在 A 到万的一个映射 A 万，且^保持这两个代数系统之中 
几种运算之间的对应关系，则称 P 为两个代数系统 A 9 B 之间的态 
射. 代数学的研究对象就是各类代数系统和它们之间的态射.前面几 
章我们研究各种线性空间和它们之间的线性映射，就是代数学的这 
一基本研究课题的一个重要体现.它们是把自然科学和工程技术中 
大量的感性材料经过加工，提升为深刻的数学理论，从而为处理各种 
理论和实际问题提供了强有力的工具. 

现在，我们把在数学理论以及自然科学、工程技术中有广泛应用 
的几类重要代数系统作一简单的介绍. 


1. 群的基本概念 

我们首先介绍最基本的一类代数系统 ：群. 但在阐述群的定义 
之前，我们需要一点准备知识:设儿万是两个非空集合，利用它们定 
义一个新 集合： 

A X B = {(a , b ) \a G A 9 b G B} t 

这个新集合称为 A 与万的 笛卡儿乘积. 

对一个非空集合 A ， 从 AX A 到 A 的一个映射/就称为集合 A 

内的一 种代数运算. 

例如，取集合 A 为全体整数所成的集合 Z . 定义映射 

Z X Z 一 Z ， 

(a 9 b ) I ~ ► a b . 

它是 Z 内的一种代数运算，是我们熟知的整数加法运算.又定义映 
射 

Z X Z 一 Z , 

( a 9 b ) I ~ ► ab , 

这也是 Z 内的一种代数运算，是我们熟知的整数乘法运算.如果定 
义映射 . 


Z X Z 




Z ， 
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(a y b) I— ^ a + 6 + ab. 

那么它是 Z 内一种新的代数运算，我们以前未曾见过. 

由上述例子可以看出，一个非空集合内可以有许多不同的办法 
定义其代数运算.对于一门科学来说，它要研究的代数运算必需是有 
实际背景的，这样对它的研究才有实际意义.所以，我们研究一个集 
合内的代数运算，也要求它满足一定的条件.这些条件，就是它们所 
应满足的各种运算法则. 

定义 设 G 是一个非空集合，在 G 内定义了一种代数运算，称 
为乘法 ，即定义了映射 

G G ~^ G ^ 


( a ， b ) I — ^ ab ， 

且此乘法满足如下运算 法则： 

1) 满足结合律， B 卩对任意有 a ( bc ) = ( ab ) c ; 

2) G 内存在一个元素^使对一切都有 ea = a ; 

3) 对 G 内任一元素心存在 66 G ， 使 ba = e ， 

则 G 称为一个群 • 

由于群的乘法是抽象地定义的，所以关于它的一些基本属性必 
须从逻辑上给出严格的证明，这主要是下面几条性质. 

性质 1 对 a 若 6<2 =e ，则 
证 我们有 c 6 G ， 使于是 

ab = e { ab ) = ( cb )( ab ) = [ ciba)~\b 
= c ( eb ) = cb = e . 画 
性质 2 对任意 aGG ， 有 ae = a . 

证 因为存在，使，按上面推理知此时也有，于 
是 

ae = a ( J ? a ) = (^ ab)a = ea = a . | 

性质 3 G 内具有定义中条件 2) 的元素 e 是唯一的. 

证 设又有也满足定义中条件 2) ，则由上面的性质2,有 

e ' = e ' e = e . | 

G 内这个唯一元素 e 今后将称为群 G 的单位元素. 
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性质 4对任意 aeG ， G 内满足的元素6是唯一的. 

证设又有 VGG ， 使那么按性质1，此时又有 ab ' = e , 
故 

b ’ = eb 1 = ( J ? a 、 b ’ = b ( ab r ) = be = b . 画 

G 内满足 ba=e 的这个唯一元素 6 称为 a 的 逆元素 ，记做 a _1 . 
显然，此时(<2 _1 ) _1 =<2,对任意 6 i€G 有 ( abi)~ l = b ^ 1 a ~ l . 

如果 G 的乘法又满足交换律， B 卩对任意的 有 ab = ba ， 

则 G 称为交 换群或 Abel 群. 交换群中的代数运算有时又称为加法， 
记做 a + 彡，此时单位元素改称 零元素 ，记做0, 一 个元素 a 的逆元素 
改称 a 的负 元素， 记做一 — « 记做 a — 称为交换群内的减 
法运算. 

设 G 是一个群，如果 G 中仅包含有限多个元素，则称它是一个 
有限群 ，否则称为无 限群. 对一个有限群 G ， 其元素的个数称为 G 的 
阶 ，记做 | G |. 

对群 G 的任一元素 a ， 定义/对正整数々，定义 

h 产 〜 、 一 h 一 1 一 1 一 1 / A 'v — 1 

a = aa 9m9 a 9 a = a l a •••a 1 = {a ) • 

此时，对任意整数 m ，/ z ， 有 

a m a n = a m+ % ( a m ) n = a mn . 

如果 G 是交换群且其代数运算用加法表示，则有 

r a 

0a = 0 f 々 a = a + a + ••• + < 2 ， 

, _^ ^ 

/ 、 

( — k)a = ( — a ) + ( — a ) + ••• + ( — a ) = — ika ) = k ( — a ). 

此时又有 

( jna ) + ( na ) = (m + n ) a , n { ma ) = ( nm ) a , 

n(a + b ) = na nb . 

显然 ，一 个线性空间关于其向量加法是一个交换群.线性空间可 
以认为是在一个交换群上添加数乘运算得出的代数系统.下面，我们 
再介绍群的一些浅显的实例，帮助读者理解上述抽象的群定义. 

例 5.1 考查全体整数所成的集合 Z ， 其代数运算定义为整数 
加法，则 Z 关于此代数运算成为一个交换群，它是一个无限群. 
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如果 Z 中的代数运算定义为整数的乘法，那么 Z 关于这样的代 
数运算不构成群.因为对绝对值大于1的整数々，不存在 /e z ，使得 
々/==1(注意名中满足群定义中的条件 ea = e 的元素只能是 e = l ). 

例 5. 2方程/= 1在复数域 C 内的全部根所成的集合 

2kn. 

U n = { e n \k = 0，1 ，2 ，…， w — 1 }• 

关于复数的乘法运算构成一个群，这是一个有限交换群，其阶为〜 

例 5. 3考查下列二阶复方阵 

E = 


其中 i 

IJ =- JI = K , JK =一 KJ = I， KI =- IK = 

因而集合//={±£，±/，±*/，±尺}关于矩阵乘法构成一个群，它的 
单位元素为五.这是非交换的有限群，其阶为 8. 

例 S .4 设实数域 R 上全体;2阶可逆方阵组成的集合记为 
GL „( R )， 它关于矩阵乘法构成群，这是一个无限非交换群（当^>2 
时).这个群称为/! 阶全线性群 (或/! 阶全矩阵群). 

例 5. S 设实数域 R 上全体行列式为1的;2阶方阵所成的集合 
记为它关于矩阵乘法也构成一个无限非交换群（当^>2 
时).这个群称为/! 阶特殊线性群. 

从第六章命题 2. 2,命题 3. 5以及命题 4. 3可知，;2维欧氏空间 
中全体正交变换所成集合 OU ) 关于线性变换乘法组成群，称为/! 阶 
正交群 ，〃维酉空间中全体酉变换所成集合 UGz ) 关于线性变换乘法 
组成群，称为/! 阶酉群 ，四维时空空间内全体洛伦兹变换所成集合关 
于线性变换乘法也组成群，称为洛伦 兹群. 

上面介绍了群的一些重要例子.关于群的进一步的知识，将在抽 
象代数课程中阐述. 


0 


0 


0 


0 


0 1 

-1 0 


K 


0 


0 


为虚单位.易知有 


p = J2 = K 2 E 


2. 环和域的基本概念 

我们已经学习了有理整数环和一元多项式环的理论.读者一定 
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已经发现两者有许多共同或相似之处.首先，它们都具有两种代数运 
算： 加法和乘法，而且关于加法运算都成为交换群，乘法都满足结合 
律和交换律，加法与乘法之间有分配律.很明显，如果从理论上提升 
一步，把它们的元素的具体背景(有理整数或一元多项式)抛弃，我们 
就得到更一般，同时又有更大代表性和应用领域的代数系统了.下面 
就来介绍这类代数系统的初步概念. 

定义 设及是一个非空集合，在其中定义了两种代数运算，第 
一种运算称为加法，记做 a +心 第二种运算称为乘法，记做以，而且 
满足下面几条运算 法则： 

1) 及关于加法组成交换群； 

2) 乘法满足结 合律： a ( bc 、= ( ab 、 c ，\/ a ， b ， cd ， 

3) 加法和乘法之间存在左、右分 配律： 

a{b c ) = ab ac \ (b + c)a = ba ca t 

则及称为一 个环. 

显然，有理整数环和一元多项式环以及第八章§ 3的模 m 剩余 
类环都是环的实例.数域 K 上的全体 w 阶方阵所成的集合 MAK ) 关 
于矩阵加法和乘法也组成环，我们把它称为数域 K 上的/! 阶全矩阵 

环. 

下面再来举出环的几个重要例子. 

例 5. 6 闭区间 [ a ,6] 上全体实连续函数所组成的集合 Cla y b ~] 
关于函数的加法和乘法组成一个环. 

例 5. 7 由有理数组成的无穷序列 

(a t G Q ) 

如果满足柯西条件，即任给£>0,都存在正数 iV ， 使得当 m 9 n>N 
时， I 〜一 a J < e ，则称之为柯西序列.一个柯西序列简记为 }. 全体 
有理数柯西序列所成的集合记做 C ( Q ). 我们在其中定义加法和乘 
法 如下： 

{ a n } + { b n } = { a n + b n ) 9 { a n } { b n } = { a n b n ). 

根据数学分析的知识可知， c ( Q ) 对上述加法和乘法都是封闭的，环 
的几条公理显然满足，故 c ( Q ) 关于上述加法和乘法运算组成一个 

环. 
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一 个环及关于其加法运算成一交换群，所以前面有关群的一些 
一般性命题都可以用到环的加法群上来，特别是交换群的运算使用 
加法记号时的术语和记号，在环论中将要使用（例如加法群的零元素 
0 ,负元素一 < 2 等等).在环内，我们把 <2 + ( — 6 ) 记做 <2 — 并称之为 
环内的减法 运算 . 

我们有下面几条简单事实. 

性质 1 V a ^： R y 0a = aQ = 0. 

证 我们有 + (0 + 6)<2 = 化.两边同时加（一〜），其左边 

为 

( 0<2 ba) + ( — ba)— 0a + \_ba + ( — ba)~\ 

= Oa + 0 = 0(2 ， 

其右边为 ba+ ( — ba) = 0. 因而 0a = 0. 同样，有 a0 = 0. | 

性质 2 V a 9 b ^： — a)b = a( — b) = — ab 、 

证 （ 一 a)b-\-ab= ( — < 2 +< 2)6 = 06 = 0 ，故（ 一 a)b= — ab, 同理有 

a ( — b) = — ab. | 

对于正整数 〜 我们定义 

/ \ 

a n = a m a . a. 

显然对正整数，我们有 〆 

在环及内，如果存在一个元素~使对一切 0 €及，有似=〜则称 
e 是 R 的一个 左单位元素 . 同样，如果存在 ^ ei ^， 使对一切 
似则称 〆 为及的一个 右单位元素 . 如果 e 既是左单位元素，又 
是右单位元素，则 e 称为环及 的单位元素 . 显然 ，一 个环及如果有单 
位元素，则其单位元素是唯一的.在有单位元素 e 的环内，我们约定 

a 0 = e (V a R — {0}). 

设 R 是有单位元素 e 的环.如果对 ae 及，存在吏 ba=e ， 
则办称为 < 2 的一 个左逆元素 . 同样，如果存在 <： 6 及，使 则 c 称 

为 a 的一 个右逆元素 . 如果 a 有左逆元素又有右逆元素 c ， 则 

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c. 

故 ab = e. 这时 a 称为环及 的可逆元素 ，而 6 称为 <2 的逆元素 . 容易验 
证，如果 a 是可逆元素，则其逆元素是唯一的，我们把它记做对 
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正整数 w ， 我们约定 a ~ n = ( a ~ 1 ) n . 

n 阶全矩阵环 M „( K ) 有单位元素 W 阶全矩阵群 GL „( iO 显然 
是 M n ( K ) 内全体可逆元素所成的集合. 

如果环的乘法可 交换： ab = ba (\/ a 则称它是一 个交换 
环. 有理整数环 Z ，一元多项式环 KDr ] 都是交换环，而 MAK )( n > 
1) 是非交换环. 


在一个环及内，如果存在 但 < 26 = 0 ,则 <2称 

为一 个左零因子， 办称为一 个右零因子. 此时及称 为有零因子环 .从 
线性代数的知识可知，全矩阵环 M „( iO ( w > l ) 是有零因子环.如果 
R 内不存在零因子，则及称 无零因子环. 

一 个环及如果包含有两个以上的元素，且交换，有单位元素，无 
零因子，则称 为整环 .例如， Z ， KDr ] 都是整环.有理数柯西序列所成 
的环 C ( Q )有零因子(请读者自己验证这一点），不是整环. M n ( K)(n 
>1) 非交换，又有零因子，因而也不是整环.设及是一个整环，若〜 
6，^6及，以= <2<：，则当 <2^0时，必有 b = c . 即整环内乘法满足消去律. 

例 5. 8 考查实数域上如下 W 阶方阵所成的集合 


^1 



^2 



0 … 

0 … 

0 … 


0 

0 

0 



E 卜 


容易看出及关于矩阵加法和乘法组成环.令 

一 1 0 … 0 一 
a 2 0 … 0 

I = ，仏 G R • 

• • • I ~ 

• • • 

• • • 

a n 0 0 _ 

对任意 Ae /?， 有 AI = A . 于是对任意实数 a 2 ，…， a „， I 都是环及的 
右单位元，但不是左单位元，故及无单位元素(这里设 w >2). 

一 个整环中如果所有非零元素都可逆，则它称为一个域.域的单 
位元素记做 1. 

设 K 是一个域，尺中全体非零元素组成的集合 K * 关于 K 的乘 
法运算组成一个群，称为尺的非零元素乘法群.这样，尺实际上有两 




196 第九章一元多项式环 


个群 结构： K 关于加法组成交换群，关于乘法组成交换群，这两 
个群之间用加法、乘法的分配律相互联系.若则办有 

逆元素\今后 6 -1 也写成如而 (2 • b~ l =a ^■写成■，称为 K 中的 

除法运算. 

数域内分式运算的基本法则现在对任意域也成立.实际上，对任 
意域尺，我们有 

1) V c^ ： K* , f^ = iac) (bc)~ l =acc~ l b~ l =ab~ l = '^~ ; 

be b 

2 ) + = + {ad) ibd)~ l + {cb) {bd)~ l 

= (ad~\~bc) {bd)~ l = a< ^^^ C -; 

3) ~ • ~r= {ab~ l ) {cd~ l ) = (< 2 c) {b~ l d~ l ) = (ac) (bd)~ 1 = fj. 

b a ba 

数域是一类典型的域.第八章§ 3 介绍的 F, 是域的另一类例 
子，本章§ 4 阐述的单变量有理函数域 K(x) 也是域的重要例子.在 
线性代数(或高等代数)课程中讲授的数域上的一元多项式环尺[: r ] 
及向量空间、矩阵、行列式、抽象线性空间与线性变换等理论，现在都 
可以推广到一般的域上来，只要把数域换成一般的域，则所有概念和 
命题、定理等仍然成立(但要求域中包含无限多个元素的那些命题除 
外）. 


习题五 

1. 证明群 G 内有消去律， BP 由 M = 可推出 6 = 

2. 证明在群 G 内方程 < 2x = 6 和 ya = b ( x , y 为未知元素)都有唯 
一解，且当 ax = e 时 yx = a ~ l . 

3. 设 G 是一个有限集合，其中定义了一种代数运算，称为乘法， 
且满足 

1) 结合律： a(bc) = (ab)c, y rf a ， b ， cGG; 

2) 左、右消 去律： 

ab = ac =>- b = c ， ac = be =>^ a = b. 

证明 G 关于这种代数运算成为一个群. 
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4. 判断下列集合关于所指出的运算是否组 成群： 

(1) n z = { M |々 e Z } U 为固定整数}关于数的 加法； 

(2) 非负整数集合关于数的 加法； 

(3) 有理数集合 Q 关于数的 乘法； 

(4) 行列式等于1的 n 阶整数矩阵所成集合关于矩阵 乘法； 

(5) 正实数集合 K + 关于运算 <2 • b = a b . 

5. 如果群 G 中任意元素 a 都满足证明 G 是交换群. 

6. 设 H 包含;2个非零复数，关于复数乘法组成；2阶群，证明 

2km. 

H = {e n \k = 0 ， 1 ， 2 ，…， w — 1 }• 

7. 设 G 是偶数阶有限群，证明在 G 中存在一个不等于 e 的元素 
a ，满足 a 2 = e . 

8. 设 々是一 个固定正整数，如果在群 G 中任意元素 a ，6 都满足 

(aby = a l b l {i =々，々 + 1，々 + 2). 


证明 G 是交换群. 


9. 判断下列集合关于所指定的运算是否组成环. 

(1) R = { a-\rb V ~2" |<2,6 G ^ } ，关于数的加法和 乘法. 

(2) R ={ a + b^Y |ajeQ }， 关于数的加法和 乘法. 


(3) n 阶整数矩阵所成集合关于矩阵加法和乘法. 

(4) 下列二阶矩阵集合关于矩阵加法和 乘法： 





10. 在闭区间 [a ， 幻上的连续函数环 C[a，g 内举出零因子的例 

11. 定义集合及 ={( a ， 幻 |aAG Z } •在及 内定义 运算： 

+ ( a 2 , b 2 ) = + a 2 ,bi + b 2 ), 


(< 2 !,^)(( 22 ,^ 2 ) = ia x a 1 ^b x b 1 ). 


证明及关于上述运算组成环，求出它的所有零因子. 

12. 试找出一个环及，它有无穷多个左单位元素，但是没有单位 
元素. 
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本章小结 

在第二章研讨 m 维向量空间时曾 指出： m 维向量空间的概念 
和命题、定理实际上只依赖于向量加法、数乘所满足的八条运算法则 
而与向量的 m 元有序数组的具体表达式无关.基于这种认识，我们 
在第四章引入了抽象线性空间的理论，从而使研究的领域更宽广，应 
用的范围更广泛.现在我们又遇到相似的情况.在第八章讨论了有理 
整数环 Z ，本章研究了一元多项式环，两者的元素是完全不同的，但 
读者可能已经发现，这两章所探讨的概念、命题和定理却是十分相似 
的.现在把它们的相似之处作一简要的概括. 

1) Z 和 KDr ] 都有两种代数 运算： 加法和乘法.它们满足相同 
的运算法则，对加法组成交换群，乘法满足交换律和结合律，乘法都 
有单位元素1，加法和乘法之间有分配律. 

2) Z 和灯: r ] 内乘法都没有逆运算，即没有除法运算.但它们都 
有类似的整除理论，其中重要的是有带余除法，在 Z 内是 

〆 

y 

a = bq + r , 0 ^ r < \b \ , 

在内是 

g ( x ) = q ( x ) f ( x )'+ r ( x ) , r ( x ) = 0 或 degr ( x ) < degf ( x ). 

同时它们都有最大公因子和最小公倍数的概念. 

3) 对 Z 的乘法运算，素数是一个基础，而在 KO ] 内类似的概念 
是不可约多项式.有这两个基础性概念，就导出了它们的素因子标准 
分解式.在这基础上产生了大致相似的因子分解理论. 

4) Z 内和内都可以引进理想的概念，它们是 Z 和 

的子系统，类似于线性空间中的子空间.我们已经知道，线性空间对 
其子空间可以构作商空间.同样 Z 对它的理想可以构作商系统，即 
模 m 的剩余类环.对 KDr ] 的相应概念留待抽象代数课再讨论. 

5) 在 Z 内和 K [: r ] 内都有中国剩余定理. 

6) 由 Z 可以构造出有理数域 Q ， 由类似地可构造单变量 
有理函数域 KOr )， 它们都是域的具体例子. 

在第四章我们曾指出，和 C [ a ，6] 是线性空间这一抽象概念 
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的两类具体例子.上面的分析告诉 我们： Z 和尺[1]应当是某种一般 
性抽象代数系统的两类具体例子.在本章§ 5我们对这种代数系统 
——环——作了初步的介绍.通过这些分析，我们已可清晰地认识代 
数学的基本思想，即从大量具体事物中探寻其共性，然后抛弃具体躯 
壳，提升出更深刻、更广泛的一般性研究对象.这种基本思想实际上 
是科学技术和其他社会实践中通用的方法，通过代数学的学习，可以 
使我们对这种方法有较深的认识. 

在本章中我们又介绍了经典代数学中一项重要的成果，即实系 
数多项式实根的分布理论，读者对此也应予以重视. 


第 + 章多元多项式环 

学习了一元多项式的理论之后，读者自然会想到把它推广为多 
个不定元的多项式，本章就来研讨这个问题.但是应当指出，多元多 
项式的理论比一元多项式要复杂得多，也深刻得多，我们在这里仅限 
于讨论一些最基本也相对较简单的课题. 


§ 1多元多项式环的基本概念 

定义设 K 是一个域， > r 1 ， :C2 , …， 是 w 个不定元，下面的形式 
表达式 • 

N N N 

f{X l yX 2 r^,X n ) = SS … S a W 2 ''i n X \ X l %%%X n > 

I 'l= 0l 2 = ° l , = 0 

其中而 iV 为任意非负整数，称为域 K 上的一个 rz 元多项 
式 .域尺上全体 W 元多项式所成的集合记做 K \_ Xi ，: C 2 , … yX n ~], 

和一元多项式一样，在所给的/(工1，: c 2 ，… ，: C „) 的形式表达式中， 
CZqq ... qJ 0 ^ J 02 * * * d 写成可省略不写， 14 ：^ 2 2 可 

写为: r 〗 竚…: r 〉. 因此，上面求和号的上限 TV 可换为任意的整数 
M (下角标超出 7 V 的系数认为都是零).因此，两 n 元多项式的表达 
式中求和上限都可写为同一个整数 7 V . 

现在对…，：1：„]定义加法、乘法运算. 

加法定义 

N N N N 

2… 卜 •々+ 2… 2 W ? …々 

*1=0 ^ = 0 ，广0 *„ = 0 

N N 

= 2…+ Wi 1 …工 It . 

'l=° ^ = ° 


乘法设 
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N N 

/(工1，工2，...，工”）= 

*1=° = 0 
M M 

发 （工1 ，工2,…，工 n ) = ^] • • • X 心…乂尤 j 1 •••々• 

>1=° >n = ° " 

令 

Ck l k 2 '' k n = #，> ……\， 

+ > i = ^i ^+4=^ 

则定义 

M+N M+N 

/(々，…， X ”) 发 ( A ，…， JC „) = 2>.2 XK . 

是 】 =o k n =o 

容易验证，上面的运算满足如下运算 法则： 

1) 加法满足结合律； 

2) 加法满足交 换律； 

3) 有一多项式 

N N 

0(4 ，…， JC „) = 

，广 0 〜= 0 

使对一切 /(• Tir "，： Tn )6 KDri ，."，： rn ]，/(*3： l ，"*，*3： n ) + 0(： C 1 ，".， X „) 
= /(>3：1，…， A ) AOi ，… ，: C „) 称为零多项式，记为0; 

4) 对 

N N 

/(JCi ， ••• ， JC„) = 2 " 2 a, 1 999 X n^ 

:. 广 0 1 广 0 " 

令 

N N 

— /(工 1，…，工 n ) = a V 、) ： r i 1 …々， 

I, =0 i =0 

1 ft 

则 /(工1，… ，工 ”）+ (— /(工1，…，: c „)) = 0; 

5) 乘法满足结合律； 

6) 乘法满足交 换律； 

7) 加法与乘法之间有分 配律； 

8) 有一多项式 Iixi , ••• jXn ) = 1，使对一切多项式 /( A ，…， •!：„) 

，…，心]，有 

I ( 工 1 ， … ，工 n)f (x 1 ,'",X n )= / (x l , ••• 9 X n ) I(x l ,*•• y X n ) 

=/ Oi ， … ，工 ”） ， 

此多项式简记为 1. 
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于是 ，: 1：„]关于上面定义的加法与乘法组成一个交换的 
有单位元素的环，这个环称为域 K 上的 n 元多项式环. 

尺 [A ，…， ： C „] 内的多项式 ((2# 0) 称为一个单项式， 
而 A +6 + …+“称为此单项式的次数.显然，任一非0多项式 
/( m …， A ) 为有限个单项式连加而成，而上述单项式则是由0次单 
项式 (2 和一次单项式 Xi ， X 2 y ••- » X n 连乘得出.因此，定义中 
/(〜，•••，&)的表达式现在具有加法和方幂的含义.一个非0多项 
式/(^，…，〜）中，其单项式次数的最高值称为此多项式的次数，记 
做 deg / Oi ，… , x n ). 零多项式的次数没有定义. 

在一个次数为 d 的 W 元多项式中，次数为^的单项式一般不止 
一个，这样，我们不能像一元多项式那样把次数最高的单项式称为首 
项.但首项的概念在多项式理论中很有用，我们要另外想办法来给出 
多元多项式的首项的概念.这依赖于下面所介绍的字典排列法. 

一本英语词典，其排列单词的原则是首先按第一个字母的顺序 
排列先后.第一个字母相同时就按第二个字母排列先后，依此类推. 
现在按这个办法来排列一个多元多项式中各个单项式的先后顺序. 
设在 W 元多项式 /( A ，…，: c „) 内任取两个单项式 


ax}xh^x n 


n 


bxi l xi 2 


X 


Jn 


in 


n 


如果序列 il — jl ，纟 2 — )2 ，… ，“一 自左至右第一个非零的数为正，贝 1 J 

我们规定在/(^，…，的字典排列法中， (2： cX n 排在 bx^-'x 
之前.这样， /( A ，…，: c „) 中的单项式就被排定了先后顺序.排在最前 
面的单项式称为 /( A ，…，：1：„)的首项. 

g 关0,则/ • g 的首项等于/的首项和 g 的首项的乘积. 

证设/和 g 的首项分别是 


ax 


k 

1 


# • • 


x 


S 


f - g 的每个单项式都是由形如 


CX 




耐 … 々 = cdxl +h -x n n+Jn 


(其中左端两个单项式因子分别是/和 g 中的单项式）的同类单项 
式合并而成的.考查序列 
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( 々 1 + ,1) — (^1 + jl) ) ( 是 2 + ,2) — “2 + jz) y 

…，（々” + /”） 一 (4 + in ). (1 ) 

因为下列序列 

k\ — i\ y k 2 — i 2 > **• yk n — i n ； 

l\ — j\，h — jz， …， In — jn 

自左至右第一个非零的数为正，故序列 （1 ) 自左至右第一个非零的数 
也 为正. 这表明 abx \ i + l ' … x k n n + ln 为 fg 的 首项. ■ 

推论设 fg ^ O . 

证 /#0， g 关0,则它们的首项都为系数非零的单项式.于是 fg 
的首项也是系数非零的单项式，故 fg 挑 I 

从上面的推论即知在 K [: Ti ，…，内有消去律， 即若： 

fg = fh, / 7^ 0, 贝 I] g = h. 

上面的推论说明 K [: Ti ，…， a ] 是一个交换的，有单位元素且无 
零因子的环，其中包含无穷多个元素.因而尺[:^，…，: r„] 是一个整 

环. 

如果一个非零多项式，其中所有单项式都是^次的，则此多项 

式称为^次齐次多项式. 

我们已知一元多项式环 K [: T] 可以看做域 K 上的线性空间，同 
样地， n 元多项式环尺[^，…，: r„] 也可以看做域 K 上的线性空间，其 
加法为多项式的加法，与尺中元素々的数乘为把々看做多项式作多 
项式的乘法(实为把々乘该多项式所有系数).令 M, 为零多项式与全 
体^次齐次多项式所成的集合，则 M , 为，…， : c„] 的一个子空 
间. 

命题 1. 2设 ，… ，: ^]，/#0，貧#0，则 

deg (fg)= deg (/) +deg ( 发 ) • 

证将/与 g 中次数相同的单项式归并在一起，有 

•/ = /o + /\ + …+ 九 （*/ i. G 抓）， 

发 = go + 发 1 +…+发从 (gj 6 Mj ) , 

其中 从而 deg/= N , degg = M . 易知当 fi ^ Oygj^O 

时有为 t + j 次齐次多项式，于是 
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fg = 八 0 + 八 1 + …+ h N+ My hk = fig 

i + j=k 

其中 A 斜 m=/a^V^0 •故 deg(/ 《） =iV+M=deg/+deg《.| 

和一元多项式一样，在某些情况下也把多元多项式当作函数来 
处理， B 卩若 (21 ，…，(2„6尺，而 

/(A ，…， JC„) = 2 _J a i x -i G 尺[工1，…， x„]， 

…… " n 只 

则称 

/(a" …， a„) = 2 a { .... 心 …心 G K 

. f ". 1 n 

为 /(A ，…， ：C„) 在点 (〜 ，…，(2„)处 的值. 如果/((21^"，^2„) = 0，则称 
(〜，…，<2„)是 /Oi ，…，: C„) 的一个零点. 

命题 1.3 设 k 是一个含无穷多元素的域，/(々，…， A)e 
，… yx n ~], /7^0,则存在 a ，… ，a„6iC， 使 /(〜，…,<2„)^0. 

证对 n 作数学归纳法 .n = l 时，在第九章§1中已指出一元非 
零多项式只有有限个零点，而 K 中包含无限多个元素，故命题显然 
成立. 设命题对 a : [々，…，: ] 中的元素已经成立•对/ e 
iCDri ，…，: c„]， 我们把它写成 

/= a Q { x ly — + a l { x l 

+ ••• + a m ( x 1 r ^ yXn -^ 9 

其中(2义尺[ > 2： 1 ^"， > 2：„- 1 ]，且 a 0 9^0. 按归纳假设，存在 bi , ••- 9 b n -i G 
尺， 使 a Q %， …次关 0 •现在内多项式 

<2o(^i > ••• + 9 b n -i)x^~ l + …+ <2^(^! ,••• ,^ n _i) 

只有有限多个零点，而尺中有无限多个元素，故存在匕 G 尺，使 

a 0 (^ ， … 人 - ， … ，〜 —DW 1 + …+ ， … 人 _!) 

=f ib' ， … ， bn) 7^ o. I 

注意，在上面命题的证明中用到了 K 中包含无穷多个元素这一 
事实，没有这个条件，命题不成立. 

下面举一个利用命题 1. 3处理问题的例子. 

例 1. 1设 A 9 B 是数域 iC 上的两个 n 阶方阵.如果已知 A,B 
在复数域 C 内相似，证明它们在数域尺内也相似. 



§ 1 多元多项式环的基本概念 205 


解 设7"= (~)，考查 w 2 个未知量 ， j = l ，…，〃)的齐次线性 
方 程组 ： AT = TB . 这个方程组系数矩阵属于数域因为已知 A 9 B 
在 C 上相似，故知此方程组在 C 上有非零解.根据第七章§ 3的引理 
可知，它们在 K 上也有非零解.设7\，了 2 ，…，: T 5 ( 5 >1) 是它在 K 上 

的一个基础解系（显然也是它在 C 上的一个基础解系）.令 

T = t{T I + ~了 2 + …+ t s T s . 

对于任意的 G 山，… ，^ eK ， 上式的: T 6 M „00, 且满足 AT = T 5 •我 
们考查行列式 |了 | =/(6 ，…， 6) 6 尺 [0 ，…， G ]. 因为在 C 上存在 (21 ， 
…，4,使/(七，…，(^)#0,故知/7^0.根据命题 1. 3知，存在 bu …， b s 
e 尺，使/(匕， …， W 參 0 •此时 了二匕乃+…+匕乃 是 M„(iO 内一个 
可逆矩阵，使得 AT = BT^\i T ~ l AT = B ^^ A 与5在 K 上 相似. 

1. 整除性与因式分解 

在 KDn ，…，^]内，乘法没有逆运算，即一般不能做除法运算. 
而且，当 时，它也没有带余除法.所以，在有理整数环 Z 及一元 

多项式环 KDr ] 内依赖于带余除法确立的一系列重要结果对多元多 
项式不再成立.这就使多元多项式远比一元多项式复杂.在这里，我 
们仅限于介绍一些基本概念，深入的研讨要留待专门的课程去进行. 

首先介绍 K [:^，…，: rj 内的整除 理论. 设有/(心，…，心）， 
貧(:^，…， 《 r ”） 6 K [_ Xi ，…， x „] 且 /7^ 0. 若存在 q { xi , ••• 9 x n ) 6 

，… a ] ，使 g = g /， 则称/ 整除 g ， 记做/|义否则称/ 不整除 
貧，记做/ t 仏我们有下面明显的 事实： 

1) 若/ |貧，则对任意关0, ( af ) \ g . 特别地， a 整除 
，…， 《 r „] 内任意多项式； 

2) 若 / |貧,(£ = 1，2,… ，是） ，则对任意 Ui ^ K ^ x ^ — , x n ], 

/I - \- u k gk ); 

3) 若 /|^ •，发 I /， 则 g = cf ，其中 且 

当 / k 时，/称为 g 的一个因式称为/的一个倍式. 

设/，发 GKDti ，… yX n ~\yf yg 不全为零•若托尺[々，… , X n ~\ yd ^ 
0,且•，则^称为 /， g 的一个公 因式. 若 d 为 f ，g 的一个公 
因式，且对 /， g 的任意公因式都有 A |山则 d 称为/，&的一个 
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最大公因式. 如果^是 /，& 的一个最大公因式，则对任意 ae 尺， a 参 
0, ad 仍为 f ， g 的最大公因式. 反之，若 d 1 为 f ， g 的一个最大公因 
式，按定义，应有/ 及，从而 d ' = ad . 于是 /， g 的全部最大公 
因式为集合 Ud |(2 6 iC ，(2#0}. 如果 /， g 的全部最大公因式为 {<2 | (2 
参0}，则称/与 g 互素 ，记做(/，《）=1. 

定义 设 /( A ，…，，… ，: c „]， deg /> l . 若存在 g，hG 
iCh ，…， 《 r „]， degg > l ， degA > l ， 使 /=《 A ， 贝! J 称 / 为 ，…，工„] 

内的可约多项式， 否则称/为，…，: c „] 内的不可约多项式. 

注意一个多项式可约或不可约与把它看做那一个域 K 上的多 
项式有关.不能脱离其系数所属的域来谈论多项式的可约与不可约. 

如果/为尺 [ A ，…，内的不可约多项式，这就等价于说/的 
因式只有 a 和 a / 两种，其中 a 为数域 K 内任意非零元素.如果/为 
K ^ xir - , x n ] 内一不可约多项式，则对任意^尺 Dxi ，…， a ] ，若 

/ t gyWKf yg ) = l - 这是因为设 d 为 f ， g 的一个公因子，则 d |/，而 
/不可约，故 d = a 或 < 2 /，其中 g ， 从而 iaf ) t 发，但 
< i | g ， 故 d = 这表明 /， g 的最大公因式为集合 {a | aGiC ,( 27 ^ 0 } ,BP 

if yg) = \ - 

定理 1. 1 ( 因式分解唯一定理） 设 尺 是一个域，则对任意 

/ Oi ，… yXn )^： K \_ xir •- yx n ~] ， deg /> l ，都可分解为 

f = ^p e ip e 2 2 9 t, p e k (<2 G K ), 

其中 p\ ， p” …， pk 为 尺 [A ，…， x „] 内的不可约多项式， A 丨 ， 
^，^，… o 为正 整数; 且若又有分解式 

/ = « 2 … (6 6 幻， 

其中 qi ， q 2, …， qi 为 尺[工 i ， •• •，工 《] 内的不可约多项式，心丨 qAUD ， 
/ i ，/2, …， / z 为正整数，贝！ I 必有々==/，且适当排列次序后，有 qi = a { p t 

K y ai^0yi = l ， 2 ， … ，是） 及 fi = e“ 

这个定理的证明与第九章§ 2 中证明 Z [: r] 内的因式分解唯一 
定理的方法大致相同，此处不详述.在抽象代数的课程中将从更一般 
的角度来证明这个定理. 
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2 . 多变量有理函数域 

对 K [:^，…，: T „] 可仿照尺[: T ] 的办法构造出多变量有理函数域. 
现在对此作一简要的叙述. 

定义集合 

A ( K ) = {(f 9 g ) \ f y g 6 iCO 】 ，…， x „]， 发 ^ 0}. 

在内定义等价关系 如下： 

(/\ 发）〜 yg\)^~ y fS 1 = f\S» 

于是 A (尺）的元素被划分为等价类.等价类所成的集合记为 
K ( X ” …， (/， g ) 所在的等价类记为/仏，并称之为有理分式，/ 

称为分子， g 称为分母 . ^ = '~^=^fgl = flg - 若 f 与 g 互素，我们把 

o 6 1 

fig 称为既约 分式. 显然，对任意△6尺[ < 2： 1 广-， > 2：„]，/1/0，有 f /g = 
fh / gh . 因此，任一有理分式等于某个既约分式. 

在尺(心，…，: T „) 内定义加法和乘法运算 如下： 

加法 

f/g + fl/gl = Ugl + flg^\/ggly 

乘法 

f/g * fl/gl = ffl / ggl - 

容易验证，上面的定义在逻辑上无矛盾，且与 K ( X ) 内的加法、乘法 
一样，满足域的基本运算法则.因此，我们可以对尺(^，…， ： T „) 的元 
素作与数域内相似的加、减、乘、除四则运算.尺(^，…，: rj 称为 n 个 
不定元（或变元) A ，…，: c „ 的有理函数域.此时尺 [A ，…， : c „] 看做 
《(：€”••• ，: C „) 的子集，多项式/看做 //I 6 X (：^ ，… , Xn ). 

在数域 K 上建立起来的线性代数的一般理论以及第九章§ 1 
中关于 数域尺 上一元多项式的理论，现在可以平行地推移到 
KOi ，… yXn ) 上来. 


习题一 


1. 将下列多项式按字典排列法排列各单项式的 顺序： 

f {Xi^X 2 yX Z yX^) = — x\ + ^XiX 2 X z X A + 2X1X3 — lx\x\x^ ; 
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/ (^1 yX 2 yX 3 ，： C 4 ) = x\ + x\ + x\ + x\ — ^X Y X 2 — lX Y X z 

+ x \ x \ x \ x \. 

2. 在域 iC 上的线性空间尺 [^ ，…， A ] 内求由零多项式和 全体/ 
次齐次多项式所组成的子空间 M , 的维数. 

3. 设整数 n >3 •证明数域 K 上多项式 

J (^1 > ••• ，工”） = X Y - x 2 + ••• x n — 3(7 3 (^19^29 9 " ，工 ”） 

是可约的，其中〜(：1： 1 ，：1：2，"_，：1：„)为 Xi ， X 2 ^^ yX n 每次取3个不同元 
素连乘(不计次序），最后再把它们连加所得的 K 上 n 元多项式. 

4•设/，^^^[:^，…，如果对使貧(七，…，(2„)#0的 
K 内任意一组元素〜〜…，‘都有/(^，…， a „) = 0, 又已知尺包 
含无穷多个元素，证明/为零多项式. 

5. 证明，…， : c „] 内齐次多项式/(:^，…， : c „) 的因子仍为齐 
次多项式. 

6•设 p ( x ” …， x r ) 为 ，…， : c r ] 内的不可约多项式，证 
明 fOi ，…，: c r ) 也是 iCDr ! ，…，: c „] 内的不可约多项式. 

7•设 …，…不全为0,证明 

/为，…，％]内不可约多项式. 

8•设 /(:^，… 9 x r ) ^： K [_ xi , ••• ，: c r ]， g (: c r +1 ，…，: c „) G iC [ x r + i , 

…，: c „] ，证明 / 与^•看做尺[:^，… ，: 1：„]内的多项式是互素的. 

9. 在尺|>，3；]内给定两个多项式 

f ( x , y ) = a 0 { x ) y n + 七 Cr )/ -1 + …+ a n ( x ) 0, 
g ( x y y ) = b 0 ( x ) y m + hO )/ -1 + …+ b m ( x ) 0, 

其中 a , U )， 匕(: c )6 K [: c ] •设 

fg = c 0 ( x ) y m+n + qO )/.” -1 + …+ c m + n ( x ). 

证明 

max dega { ( x ) ^ max degQ (: c ) ， 

(零多项式次数定义为一 OO ). 

10. 给定域 iC 上的多项式 


/(A ，: c 2 ， x 3 ) = — 3 x \ + 2 x ^ 3 + 3^2 + 7 工 6 1 ， 

令 g{XiyX2yXz)=f{XzyX 2 yXi),h{Xi ， X 2 yXz)=f{x2^X Z ,Xi ) ，试写出 



gyh 的具体表达式. 

11. 设尺是一个包含无穷多元素的域， n 是正整数.给 定尺上 
n 2 个不定元{和|/，_/=1，2,…， w } 的多项式/(如 ， x 12 ，…， :*:„„)• 若对 
K 上任意可逆方阵(<2,>)都有 /(<2 n ，(2 12 ，…，(2„„) = 0,证明/为零 
多项式. 

12. 设 K 是一个包含无穷多个元素的域， A ， 万是 K 上两个 n 阶 
方阵，证明(凡8广=万*，，这里表示 A 的伴随矩阵(参看第三章 
§ 3). 

13. 给定复数域上二次多项式 

f ( x 9 y ) = ax 2 + 2 bxy + cy 2 + 2 dx + ley + /. 

证明 / 0r ， 30 在 C [: r ， y ] 内可约的充分必要条件是 

a b d 
b c e = 0. 
d e f 

14. 举例说明 / ，貧 6 尺，…，: c „]( w >2) 且(/，发）=1时，未必 

有 UyV^ ： K\_Xir ^ ，工 n ]， 使 w/ +1^=1. 

§ 2对称多项式 

在多元多项式中，有一类多项式在应用中特别重要，我们在这一 
节中将对它作一个系统的阐述. 

考查前 w 个自然数所组成的集合0= {1 ，2,…， 〃}. 到自身的 
一 个一一对应称为一个〃阶置换.描述一个〃阶置换〃，只要指明它 
把每个映射为12中的什么元素就可以了.因而 a 可由下 
面的表来 描述： 



上面的表的含 意是： a 把々变为6(々==1 ，2,…， w ). 因为 a 是单射 ，“， 
“，…， in 两两不等，从而 i \ h … in 是前 W 个自然数的一个排列.反之， 
给定前 W 个自然数的任一排列，也可按此办法定义到自身的一个 
一一 映射，即确定出一个 n 阶置换.全体 n 阶置换组成的集合记做 
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又，它里面包含个元素，恰与前 n 个自然数的排列 一一 对应.在第 
一章§ 1中已指出 ，一 个集合内任两变换可做乘法.所以，对 
又，其乘积〃 r 有定义，为 D 连续用 r ， a 作置换后所得的置换. 

现设/(々，…，: C „) G 尺 [ A ，…，: C „] ，定义 

戊 / Oi ， … ，工 „) = /(々1)，…，工 〆 ”)）. 

显然有 < yfix '， … ，:，…，: C „]， 故 CT 定义了 ，…，: C „] 内的 

一 个变换.例如，令 


f ( x lf X 29 X 39 X ^) = — Zx \ x z + 2 X 2^4 + Ix ^ lx ^ , 


而 

则 


/I 2 3 4\ 

<J = 

\4 1 2 3/ 


泛 /( 工 1 ，工 2 , 工 3 , 工 4 ) 


3^^Q)^a(3) 2^a(2)*^a(4) 了工泛 (1) 工 tr(2) 工 0(4) 

— 3x 2 x 2 a + 2x^3 + 7xlx 3 x 4 . 


我们有如下简单 事实： 

1) cr(/+《）= cr(/)+cr (《） ， cr(/ 《） =<y(/)<y( 貧）； 

2) 若 贝 ! J cr ( r (/)) = Or )(/). 

定义设 /( a ，…，心）€尺[心，…， x „]. 如果对一切 a 65„, 

。/(工1，…， A ) =/(々，…， X n ) ，则称/(々，…，^^是尺[工1，…，尤”]内 

的一个对称多项式. 

对称多项式概念的重要性可以从它与高次代数方程的根之间的 
密切关系看出来.为了说清楚这个问题，我们考查 n + l 个不定元 
jXn ^ X 的多 项式： 


其中 



ix — x x ){x — x 2 )."(x — x n ) 

X n - a〆 - 1 H - h (— 1 )X, 


A == 工1 + 工 2 + … + 工 n ， 

a 2 = x x x 2 + x x x z + ••- + Xn^Xn, 


<^n = 工 1 工 2 …工 n . 
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^ (/ = 1，2,…， w) 恰为从&，…，中每次取/个(不计排列顺序)连 
乘，然后再连加所得到的，…， xj 内的多项式.设 <及，显然有 

O — x aa) )(x — x ff (2))"'(x — X a(n) ) 

= x n — crODx ” -1 + …+ ( — l ) VO „) 

= {x — x x ){x — x 2 )'"(x — x n ) 

=x n - V 1 H - h (— 1)X. 

由此知 ，<rO,) =a, (/ = 1 ，2,… ，w) ，即吣 ，<y 2 , …，都是，… jx n ~] 
内的对称多项式.我们把这 n 个特殊的对称多项式称为初等对称多 

项式. 

现在设 FOr) 是数域尺上一个《次首一多项式，根据第九章 
§ 2,它在复数域内可分解为一次因式的 乘积： 

F{x) = O — a{){x — a 2 )...0 — a„). 

若… +A(a t eiO. 按第一章命题 2. 3,我们有 

。，(…，心， …， a „) = ( — \yai G K . 

F(x) 的 w 个根(零点)々，々，… ，a„ —般不属于尺，且是未知的，但把 
它们的值代入初等对称多项式 a,Oi，*T2, …，: r„) 6尺…，工„] 
后其值 却是尺 内的已知数. 

一般地，设 g •••，>) Klyi ， y 2 , •••，>]，把 M 换成 

(^(^，•^，…，工丄则^•变为尺[工1，0：2,…，工 《] 内的多项式 

/(•^，……，工„)= 貧 (^，〜，…， < o . 

现设 

^(•^，力，…，％) = 2 W ?" •乂 ％ 

那么 

/ Oi ，工2，… yXn ) = 2 _J Wl 1 …心. 

V-^ 

对任意 aGiS„ ，我们有 Wa ，…，:，…，: c„) ，而 

° f = 2 … A) 

…… “n W 

= … i { aa ^^^ iaa^n 
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= 2匕 r " 〆 ? …戊》= /( 工1，"•，工 ”)• 

V … “n 

这表明现在/是[[:^，…，: c „] 内一个对称多项式. 

如果把只(工)在 C 内的 w 个根 a 2 , a 2 , ••• , a „ 代入/(:^，…，，医 
&(々，々，•••，〜 ）= (―1) 1 <2,，故 

/ Oi ， a 2 , …， 《„)= ^ 匕1—„(— A ) 11 …（（一 1) W ” 

= g (— 〜而， … ，（ — ITan) G K. 

上面的讨论说明，尽管，《2, …，％ 是 C 内 W 个未知量，但以其值代 
入对称多项式/(^，^，…，: rj 后所得的函数值却是 K 内的已知数. 
这样，就为我们提供了一个利用 K 内对称多项式来研 究尺上 〃次代 
数方程的根(是 C 内未知数)的途径. 

上面的对称多项式是把 K 上的多项式&(%，…，: yO 中的： y , 换 
为初等对称多项式 (^ i ，…，^)得出的.一 '个自 然的问题是：是否 
尺[^，…，^]内任一对称多项式都可以这样得出呢？回答是肯定的. 
下面就来证明这个事实. 

引理 1将展开成〜:^，…， * r „ 的多项式后， 
其按字典排列法的首项是 

W 2 + -+ 1 ” 1 2+ ! 3 +…如” •，” 

C 4< % A ^ ^ % A ^ 2 % A ^ ^2 # 

证 因 aOi ，…，:?:„)的首项是 xm … : c ,(/ = l ，2, …， w )， 按命题 
1.1， Y 的首项是 gx 〗 … W ， 因而，按同一命题即知引理 成立.| 
引理2 给定，…，的两个不同的单项式 xi 1 :^ 2 … X :% 
…4，则对任意(^又， 〆 :^ 1 :^ 2 …:^)# 〆 :^ 1 :^ 2 … 

证设 

1 2 … n 、 

o = • 

\^! k 2 ••• kj 

若 CT (Xj 1 ^ 2 ••- X n n ) = …工乂 = G {x\ l X J 2 2 ••- X 3 n n ) = X ] k \ X J k 2 2 ••- xg •按 

Klx . r -. Xn '] 内两个多项式相为同一元素）的要求可知应有 6 = 
3 \ “ 2 = j 2 , … ，心 = 人， 与假设 矛盾 . I 

由引理2即知，对任意/(:^ ，…，，…， x „] ，因为 a / 为 
对/的每个单项式用〃作变换，此时/中不同的单项式变为〃/中 
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不同单项式，互相之间不会抵消. 

引理3给定正整数 G 定义集合 

= {(^1 “2,… ^n) \ h 6 ^ >0 ^ ^ i n -i < … 6 f } ， 

则 AKO 是一个有限集合. 

证 AKO 中每个元素均为整数分量的 n 维向量，且&仅能取集 
合{0，1，2, …，£} 内的值，故 iV ⑴最多含 0+1)” 个元素. ■ 

引理4 设/(^，…，^)是一个对称多项式，它按字典排列法的 
首项是 

证 如果不然，设，但 ik > ik - i •令 

1 2 ••• k 一 1 k ••• n 

<7 = ， 

\ 1 2 k k —— 1 ••• nl 

即^为互换 n 内々一 i 与々两个元素，其他保持不动的变换. 〃(/) 是 
将/中各单项式中:^^与^互换位置所得出的多项式 . /的首项经 
这样互换后变为 

…々 = ax 1 ^ • • • xi_ x x^~ 1 • • • ^ . 

因/是对称多项式，〆 /)=/，故也是/中的一 
个单项式（因为按引理2，/中单项式在〃作用下并不会互相抵消）， 
但 “Wi， 按字典排列法它应先于 axi 1 …X》，与假设矛盾. ■ 

定理 2. 1( 对称多项式的基本定理） 设多项式/(^ ，…， ^)是 
，…， ：c„] 内的一个对称多项式，贝 1 j 存在唯一的 < p ( yi ，••• 9 y n ) 6 
尺[: yi ，…，: y«]， 使 /Oi ，… ， Xn ) = cp {( j ' ，•••，〜）• 

证存在性 设 /( a ，…， ：c „) 的首项为•令 

f\ = f — “X 1 今 •• 戊 ;S 
jk = iok — /o4+i (々 < ， 

jn = ion* 

从引理1知 a。 峙…< 和/首项相同，因而上式右端两项相减后恰把 
/的首项消去.若^ = 0,命题已成立.若^^0,设其首项为 

这个首项是从/和 a 0 ^-^ 的单项式中产生出来的，因为/和 

a。 七…岭 的首项已相消，故力的首项在字典排列法中应后于/的 
> BP ioi~^ll 以 02 — Zl2 ， ••• 9 l 0 n ~ 序列中第一个不为零的数为正. 
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特别地，我们有 / oi ^ n . 现在用力取代/重复上述步骤（因义显然 
也是对称多项式)得/ 2 .若/ 2 #0,则因/ 2 仍为对称多项式，可以对 
/ 2 重复这个步骤.这样下去，我们得到一串对称多项式 / i ，/ 2 ，一. 它 
们具有下列 性质： 

( i ) /«+ i=/ t — … A (f = 0， l ，2 ,… = ，/，+ i 的首项按 

字典排列法应后于 /, 的首项； 

( ii ) 若设 ft 的首项为 akX ^ X 2 2 ^* x„ n 

Hi ^ ^ ^*21 ^ '**• 

又因 A 为对称多项式，根据引理4,有 

… ^ hn ^ 0 (々= 0，1，2, …）. 

由于 (‘ ，‘ ，…，“)是/首项的不定元的方幂，是给定的，按引 
理3,满足条件 ( ii ) 的整数组(心，心，…，^)只有有限多个.于是必有 
某个 fr =0. 再根据性质 ( i ) 逐步上推，即知 f = fo 可表为初等对称多 
项式 A ，•••，〜的多项式. 

唯一性 设反 （3^1，…，: y «) 6尺[3^1，…， >] •我们来证明：若 
尽 ( A ，…， < y „) = 0, 则必有 gXyi ， …， 3^) = 0. 用反证法•设 g ( yi^ mmm yy n ) 
尹0,那么对于，… ，: yJ 中任意两个单项式 

• 渗 • • 

“乂 1 …乂％ by J i * mm y J n n (ab # Q ) ， 

若以初等对称多项式代入,从引理 1 可知其首项分别为 

aa ; 1 …心 = axl + +,”工; 2 + + …， 

… <j^ n = bx{ 1+ + ^ n x^ + + •••• 

当(^，…，//^々(力，…， A ) 时，上面两个多项式的首项中不定元 A ， 
…，〜 的方幂不能都相同，因而不能相互抵消.既然〜，•••，〜代入 g 
的各单项式后展开所得的首项各不相同，不能相消，从这些首项中按 
字典排列法又可选出一个非零的单项式先于其他首项，它即是 
，… , cr „)=/( xi ,"* ，: c „) 的首项，故 /^ O . 

现在设存在％灼•••，>]，$ 

/( A ，…，工„) = < p (( T ” …， < J n ) = 灼 （ q ，…，(7„)， 

令畧(: y ” …，: yJ 二 〆 ％，…，>) —奶（: yi ， …，: y ”） ，则有公（口1，…，〜 ） = 

0,于是 g = 0, 即 < p =< Pi . 唯一性证毕 .I 



在定理证明的第一部分中，事实上已经给出 f 将/表成 q ，…， 
〜的多项式的一个具体方法，只要遵循证明中指出的步骤逐步计算 
下去，就可以找到所需要的多项式 P 
现在考查 n 元多项式 


△ Oi ，…，= Y 1 ~ X y > 


x 2 


G Q[Il ， … ，工 n]. 


71 一 1 n —\ 


n—1 


对于任意义，有 


< t ( A ) = 


^(2) 






^ c { n ) 


工 1 工 2 


ft 一 1 n — 1 

•戊 (1) X a { Z ) 


•n— 1 

oin ) 


n 一 1 n 一 1 


n 

工 2 


n —— 1 


故 △ 是一个对称多项式.按照上面所述的基本定理，存在 扒 ％，…， 

>)G Q [: yi ， … ，: y «]， 使△(工1，… ，工„)=屮((71， … 

给定 K [ x ] 内一个 n 次多项式 

F(x) = a Q x n + 七 / -1 + …+ < 2 „ (<2 0 ^ 0). 

设 a !， a 2 , — , a „ 是它的 w 个根，令 

D(F) = <2o n_2 A(a! , ,a n ) , 

称其为 F (« r ) 的判别式.显然， FO ) 有重根（即 « 1 , •••,«„ 中有相同 
的），其充分必要条件是 ZKF ) = 0 . 我们前面已 指出： 


cr r («!，•••,«„) 


— l ) f <2 r /<2 o 


1 ， 2,…， W 


于是 


D(F) = al n 2 <p( — q/a 。， … ， （ 一 l)”a„/a 0 ). 


这样，我们不必求出 F ( x ) 的根，只根据上式即可由 F ( x ) 的系数来判 
断 F ( x ) 有无重根.例如，当 n = 2 时，我们有 


F (jo) = a 0 x 2 + + a 2 , 


而 
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A(x!,x 2 )= 0 2 — x^ 2 = x\ x\ — 2 x y x 2 

= Oi + x 2 Y — ^x l X2 = <A~ 4 戊 2 = (pi<y' ， <y 2 \ 

于是 

■ D ( F ) = — <^ i / <^o >^ 2 / ^ 0 ) 

= 4 [( — <2i/ < 2 q ) 2 — 4 < 22 / CIq~\ = — 4 < 2 q < 22 » 

这正是我们熟知的二次多项式(二次方程)的判别式. 

下面讨论一类特殊的对称多项式 

5 4 (x 1 ,'",x n ) = x\ x\+ ••• + X k n ( 々 = 0,1 ， 2，•••）• 

Sk 称为々次方幂和.我们来导出用初等对称多项式表示 h 的公式.这 
就是如下递推 公式： 

牛顿公式 

Sk — ^1^-1+ <^2 s k -2 +*•• + ( — 1) 4-1 ^-1^1 

+ ( — 1 ) k ka k = 0 (1 ^ ^ ^ w ) ； 


Sk — ^i^-i + ••• + ( — l) n ^ n Sk-n = 0 (々 > n), 

证设 FiKOn ，…，^)，考虑有理函数域 F 上的一元多项式 

f{x)= {x — x Y ){x — x 2 )-^{x — x n ) 

= x n - a lX n ~ l H - h (- 1) X . (1) 


在有理函数域 F ( x ) 上，对任意正整数 I 有 
f(x)/f(x)= 2 = i] 士 1 -x /x 

1 ^ 1 丄 人 1 1 人 




1 


, Xi 

— • • • __|— 

\ ^ \ k 
f Xi 丨 

(x t /x) k+l 1 

X 

1 H 

X 

H 

、 X 1 

1 — {xjx) - 


于是 


n 


x k + 1 f ( sc )/ f ( x ) = 2 


1 


x k + x { x 


k-1 


k 


• # • 


+ ^ 


X 


k +1 


X — X 


两边同乘 /( X ) ，求和，因 (x — Xi ) I / O ) ，有 

x k+l f ( x ) = ( s Q x k + 〜工卜 1 + … + s k ) f ( x ) + gioc ) , (2) 

其中 degg ( x)<Cdegf ( jo )= n . 另一方面，从 （1) 式可得(设 ^ 0 = 1) 


x k + l f { x ) = XI (— 1)% — O ^ J0 n+k - { . 

i = 0 
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取定正整数 w ， 令 々〉 m ， 则 n-\-k — rn > n , 比较上式与 （2) 式右端中 
的系数（因为 deg 《 Cr )< n ， 此系数与 《 Cr ) 无关），有 

2 Si {— iVoj = ( — \) m {n — m ) a m (1 ^ m ^ w ) ； 

1+>=m (3) 

2 Si (— \) } <yj = 0 (m > n). 

i+j=m 

注意上面两个和式中，第一个和式展开后为 

S m — + + 5j ( — l) m_1 CT m _ 1 + (— 1 ) m ^m 

=(— l) m (n — m ) cr m9 

以 5 o = / Z 代入，移项后，得 

s m — + ••• + (一 l) m_1 5 1 <r m _ 1 + (— l) m ma m = 0 

(1 ^ m ^ w ). 

这就是牛顿公式中的第一个公式. （3) 中第二个和式即为牛顿公式中 
的第二个公式. ■ 

例 2.1 设 C 是数域 尺上的 一个； z 阶方阵，又设 存在尺 上打阶 

k 

方阵 A ，… U ， 及，… ，私，使 C = ( AB { - B { Ad ,而且 C 与每个 

| = 1 

A (/ = l ，2, …， A ) 可交换，则存在正整数 m 使 C ” = 0. 

解设 C 的特征多项式为 /( A ) = | A £ — C |， 则由 Hamilton - 
Cayley 定理，有 /( C ) =0. 如果我们能证明 C 的特征值（即 /( A ) 的 
所有复根)全为零，则 /( A ) = Y ，于是 C ” = 0. 

我们不难 验证： 对任意两个 n 阶方阵 A ， B ， 迹 TKAB — 仏0 = 
0.由于 C 与 A 可交换，故对任意正整数 m ， 有 

k 

c m = Yi cm ~ l ^ A ^ - 

i=i 

k 

于是从上式可知 

TrC m = 0 (m = 1，2，."）. 

如果 C 的 w 个特征值为々，々，…， 4 ，则(7 1 的 n 个特征值为 A ：, A ^, 
…， C 此时 


TrC m = + …+ ； 1 二 
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现令 〜 = TrC WI = A7 + ^ l + … + C(m = l ， 2 ,…），而 

(7 i ( X 1 , ••• , A „) = + … 

为初等对称多项式〜(:^，…，:^^在“:，… ， A „) 处的值，代入牛顿公式 

Sm — + ^2 S m-2 + …+ ( — 1 ) m_ V m _ 1 5 1 

+ ( — = 0 ， 

令 m = l ，2,…， W ， 由于〜二以二…=〜= 0,逐次递推得6^ = 02 =…= 
〜= 0,但 （一1)4 为 /( A ) 的的系数，由此即知 /( A ) = A % 于是 C ” 
= 0. 


习题二 

1. 用初等对称多项式表出下列对称多 项式： 

(1) XixX ^ rxXx - i ^ rXixX ^ rx \ x - i ~\- x 2 x \ ； 

( 2 ) ix\ —Xz) 2 ix\ —Xz) 2 ix 2 —xz) 1 ； 

(3) {xiX 2 -\-x z ) ix 2 x z +xi ) (x 3 a：i + x 2 ); 

(4) x \ x \^ x \ x \^ x \ x \-\- x 2 2 x \-\~ x \ x \-{- x \ x \, 

2 •设 «i 9 a 2 , a 3 是方程 5x 3 —6x 2 + 7x—8 = 0 的三个根，计算 

(«i + «i«2 + ot 2 2 )(a 2 2 + a 2 a 3 + a 2 3 )(al + a x a z + a\) t 

3. 证明： 三次方程的三个根成等差级数 
的充分必要条件是 2aj —9<2ia 2 + 27a 3 = 0. 

4 . 设 a ， x 2 , …， 是方程… + a n = 0 的根， 证明: 
•r 2 , …， A 的对称多项式可以表成 A 与 q ， a 2 , …， 的多项式. 

5. 当不定兀数目时，用初等对称多项式表不52,53，.〖4，^5, 

6. 证明： 如果对某个6次方程有其中&表示该方程 

6个根的々次方之和），则 

s 7 /7 = 0 5 /5)0 2 /2). 

7. 求一个 w 次方程，使其根的々次方 之和& 满足 

^1 == ^2 = ••• = 5„_! = 0. 

8. 求多项式 /Cr)=x 3 +Ar+g 的判别式/X/). 

9. 设是一个素数，证明 
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/1 


1 


1 (mod />)，若（户 一 l)|m 
0 (mod /?) ，若（户一 1)\ m . 


10. 证明： 若 s m 是多项式 /(x)=x n —a 的 w 个根的 m 次方之和 


(此处设 aGC)， 则^ 


0, 


m 


na 


若 w I m ， 
若 w I 


11. 设 A 是域 尺上的 w 阶方阵.若存 在尺上 w 阶方阵万，使 AB 
- BA = aE + A ( aeK ) ，试求 A 的特征多项式. 

12. 在域 K 上 w 元多项式环尺[^，^ 2 ,…，内证明初等对称 

，〜与方幂和〜，&，•••，〜满足 


Sm 


々1，々2， 

••• ,cr 


1 

2< j 2 


3戊 3 

^2 

4 cr 4 

• 

• 

^3 

• 

• 

♦ 

ma m 

• 

1 


0 


^3 ^2 ^ 


其中 7?Z = 1 ， 2 ， 


• • • 


n 


x 


13.设 /( x) 是无重根的〃次实系数多项式，它的〃个根的々次 
方之和记为〜证明 /U) 的实根个数等于下面实二次型的符 号差： 


n n 


/Or"." ， x„) = 

i=l j=l 

14 .设 A 是数域 K 上的 w 阶方阵.如果 

Tr(A” = 0 (k = 1，2,…， w)， 

证明 A 是幂零矩阵. 



式 


1. 结式的概念 

在第九章§1中我们 指出： 给定域 K 上两个多项式 /( x)， 
gix ), 我们可以用辗转相除法来求它们的最大公因式.但在许多问 
题中，常常只需要判断/与 g 是否互素就可以了，并不需要真正把 
它们的最大公因式求出来.于是自然要问，能不能直接根据/与 g 
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的系数来判断它们是否互素呢？现在我们就来讨论这个问题. 
考查域尺上的多项式 

fix ) = a 0 x n + a x x n ~ x + ••• + a n ， 


gix ) = b Q x m + 办 〆 _1 + … 

这里对系数 a ,， 匕未作任何限制（可以是 0). 设（/0)，#0))= 

dix ) ，令 / O ) = d { x ) q \ ( x ) ygix ) = d { x ) q 2 { x ) ，于是 /(: r ) g2 (工） = 
私 0)^0 ) •若 deg<i(«r)>l ，则 

aCr) = y\x n ~ l + ： v 2 广 2 + …+ : y ”， 


q 2 { x ) = x x x m ~ l + x 2 x m ~ 2 + ••• + x m . 


这里系数 yi > Xj 是待定的.那么， /Cr)g 2 (^) = gix)qi (: r) 的充分必要 
条件是下面等式 成立： 


(a 0 Xi 


Q\X\ -|- Ao ^2 



a t x x + a x x t + a 0 x 3 


= ^oyi 9 

=^yi + b 0 y 2 , 

= b 2 y \ + + » 


( 1 ) 


一 i 一 \ 0 c m b m y n —\ ~ b m ~\y n 9 

L b m y n ， 

将 A ，…，: Trn; (—: Vl) ，…，（一 : Vn) 看做未知量，上面是一个齐次线性方 
程组 (m + W 个未知量， m + w 个方程），其系数矩阵(取转置）的行列 
式，记为 


Rif yg ) = 


^0 

^1 

a 2 

•參參 

a n 



、 



^0 

ai 

♦ 

♦ 

♦ 

a 2 

♦ 

♦ 

♦ 

• • • 

♦ 

♦ 

♦ 

a n 

♦ 

m 

♦ 


> m 行 




CLq 

ai 

a 2 

"• /7 

〆 


bo 

b' 

b 2 

• • • 

bm 






bo 

b, 

♦ 

♦ 

♦ 

b 2 

♦ 

♦ 

♦ 

• • • 

♦ 

♦ 

♦ 

bm 

♦ 

♦ 

♦ 


> « 行 




b. 

b. 

b 2 

… b m 

J 



(空白处为零)•称尺(/，貧)为多项式/，私的结式. 
命题 3. 1 给定尺|>]内两个一元多项式 
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fix) = a 0 x n + a x x n ~ l + … + a” (w ^ 1), 
g{x) = b 0 x m + + ••• + L (m ^ 1) 

(此处允许 a Q ， b Q 为零），则 Rif ，私 ）= 0 的充分必要条件是 a Q = bo = 0 
或/与 g 不互素. 

证充分性若^2。=毵= 0,则显见有 R(f yg ) = 0 . 今设 a。，％ 不 
全为零，不妨设 ao#0, 且 f 与 g 不互素，即有公因子 dix ) A ^ gdix ) 
>1. 于是 f = dq x ，私=办 2 •因 /^^，故％#^，且 degwO •若 g^O y 
则(^89 2 <肌;若茗= 0，则令易知此时 / g 2 
，且 W 关0,故齐次线性方程组⑴有非零解，于是尺 (/，s) = o. 
必要性 若 尺 (/，g) = 0, 而 a 0 yb 0 不全为零，我们来证明 f 与 g 
不互素.因为此时齐次线性方程组 （1) 有非零解.故存在不全为零的 

尺 Dr ]， 使/仍二撕，而且当^ 1 (或 ^ 2 ) 不为零时，其次 
数小于 w (小于 m ). 不妨设^。/0,即 /尹0•若 # = 0,则 /， g 显见不互 
素. 今设•因/ |撕，若(/，《）=1，则有 /| gi ， 与 degq !< n 矛盾 
(因发#0，故 ％#0,9 2 /0). | 

根据命题 3. 1，在 a 0 d 0 9^0 时，/与 g 互素的充分必要条件是它 
们的结式尺(/，&)关 0. 

2. 结式的计算 

两个多项式 f , g 的结式就是它们的系数所组成的行列式 
R ( f ， g \ 由于这个行列式阶数较高，直接计算有困难，我们这里介绍 
一 种计算 Rif ，私)的有效方法. 

考查 m + w + 2 个不定元，…，心，％，％，…，：^. 

设 K 是一 个域. 定义有理函数域 KCxojXi , ••- ^ x n yy 0 yyiy ••- y y m ) 
上的两个一元多项式 

/0)= x 0 (x — x Y ){x — x 2 ) — (x — x n ) 

=a Q x n + a x x n ~ l + ••- + a n ， 
g(^)= y 0 (^ — y\)ix — : y 2 )."0 — y m ) 

=b 0 x m + 办 〆 - 1 + … + &• 

考查 m + n 阶方阵 
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^0 

ai 

a 2 


a n 



、 



^0 

♦ 

♦ 

% 

a 2 

• 

♦ 

♦ 

參參# 

♦ 

♦ 

• 

a n 

參 

♦ 

♦ 


> m 行 




^0 

ai 

a 2 

• • • /7 



bo 

b' 

b 2 

參參參 

bm 






h 

b, 

♦ 

♦ 

♦ 

b 2 

% 

♦ 

♦ 

參參參 

攀 

♦ 

♦ 

b m 

• 

• 

• 


> « 行 




h 

b. 

b 2 

• • • h 

y 



(空白处元素为零).为了计算 A 的行列式，我们定义下面 m + W 维列 
向量 



一 讲 +n — 1_ 


m-\-n — 1 



% 

m-\~n —2 



A 


yj 

參 

參 

參 

， 广 = 

♦ 

參 

參 

Xi 


yj 

_ 1 . 


. 1 _ 


其中 / = 将矩阵 A 的前 m 个行向量记为 

Ai , — ，，后 w 个行向量记为 ，…， B „. 我们把行向量、列向量都看 
做矩阵，作 乘法： 

n n 

a \r \ ' m-\~n — i—s m—i 'V 、 n—s m — i £"/ \ 

A r X k = 2^ a s x k = x k / i a s^k = x k Jy ^ k ) 

5=0 5=0 

n 

= ocl l a 0 ix k — x s ) = 0 ( 々 =1 ， 2 ， … ， w); 

5=1 

n n 

a \r \ ' m-\~n—i—s m—i \ ' n —5 m — i £" / \ 

ay k = 2 j a ^k = yu Zj a ^ k = 八 yD ， 

5=0 5=0 

其中々=1，2,…， m ; 

mm 

r> \r _ ' r m-\-n 一 i — s _ n — i 't m — s _ m — i / \ 

B t Y k = zJ> s y k = y k 2 ^jb s y k = y k g(y k ) 

5=0 5=0 

m 

=yV'b^YY^yk — y s ) = o (k = i,2,-*,w )； 



m 


n "V ' 7 m-\~n—i—s n —i \ ' 7 m—s n — i 〆 、 

B { X k = > v b s x k = x k y k b s x k = x k g(x k ) y 

5=0 5=0 

其中々=1，2, 

把 A ，…， L ， 不 ，…， X 作为列向量依次排列成矩阵 B ，其前 m 
列组成一个小块，记为瓦，其后〃列组成一个小块，记为芳 2 ，又把 A 


的前 m 行作为一个小块，记为，后 w 行作为一个小块，记为 A z ,bX 
上面的计算可知，有 
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m 


11 /(^) • Y 1 (力 一 30 

)=1 Kj«n 


因此，我们有 


771 


71 


i^m^i = I 仙 I= rx^(%) • n (yj — yd • 

j=l lO«m i=l 




同样地，有 


丄丄 Cr ， —— ％)• 


I 万 I = 丄丄 （々一 a ) • 丄 I (a — y ) 

lO«n lO«m 


n m 




nn (力一石) 


/ =i 


注意到 


m 


m n 


n m 


H/(x> = Yl a °Yl^yy ~ = — xd 


；=i 


；=i 


n 


n m 


n m 


Y\g(xi) = n^pite — yj) = c — l) 細％ xin(A — 不 ) • 
i = l * = 1 j=l i=l )=1 

我们有(利用 KLti ，…，: Cn ，： yi ，…，: y 。] 内有消去律，注意这里 a 0 = x 0 


bo = yo 为不定兀）: 


n 


m 


^ I ~工 rl 丄冱 (工 *) = ( — 1 ) m ” 3 ^丄丄’(力) 


( 2 ) 


现在设 


fix) = a 0 x n + a x x 


n ——1 


+ …-+ <2„ (<2 0 7^ 0) y 


茗 O) = b Q x m + 办 1 工計 1 +…+ 心（办 0 # 0 ) 

是数域尺上的两个一元多项式.设/在 C 内的 W 个根是 A ,…，〜, 
^■在 C 内的 m 个根是見，…， /?；„• 在公式(2)中令工。=^2。，《2：,=〜(/ = 1， 
2,…， w )，yo = b 0 ，yj = Pj ( J = l ，2，."， m ) ，那么我们有 


n m 

BXf ， g) = =(- i)i n 0 n ， ( A). (3) 

这就是我们所要的结式尺(/，&)的计算公式. ' 

现在设 

fix) = a 0 x n + a〆 -1 + …+ (a 0 ^ 0 ) 

是数域 K 上的一个一元多项式.在§ 2中我们定义它的判别式为 



D ( f ) = al n ~ 2 • (aj — a { ) 2 0 (4) 

Ki < j<n 

因为 

n 

fix) = a 0 n (工 — 七）， 

*=i 

故 

n 

f ix) = a 0 ^ d (x — — — a t+1 )---(jc — a”）. 

t=i 

以 x = a t 代入上式，我们有 


/’（〜）= a 0 ^ Q («, — ctj ) 


j=i 

i 羊 i 


]/’ o ,.)=( a * ~■ a >) 


i=i 


ifj=l 

nCn 一 1 ) _ 

—1) 2 丄丄 ( a j ~ a i ^ 


因 y 7 Cr ) 是 n — 1 次多项式，从 (3) 式和 （4) 式我们有 




arn 

i=l 


/’⑷ 




( — 1) 2 cl^ 1 H (aj — a { ) 


nin 一 1) 




(- 1 ) 


a 0 D(f) t 


这就是 / 的判别式与/，尸的结式之间的关系式. 

结式可以用于求二元高次联立方程组 的解. 给定数域尺上两个 
二元多项式 fix . y ) ， gO ，： y ) ，按: V 的降幂写成 

f(x y y) = a 0 (x)y n + aO )：/* -1 + …+ a n {x ) , 
g{x,y) = b 0 {x)y m + hO) ： V OT_1 + … + b m {x). 

把 /(* r ，： y ) 看做尺上单变量 t 的有理函数域 K (* r ) 上一个不定元 :V 
的多项式，即 /( t ，： V )， gO ，： y ) 6尺 O ) [: v ]， 那么，/与^'的结式现在 
是: r 的一元多项式，即 R ( f ， g )= FU ). 考查尺上二元高次联立方 
程 
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\f{x y y) = a 0 (x)y n + qO)/ 1-1 + …+ a n {x) = 0, 
\g(x,y) = b 0 (x)y m + hCrW 1 + … + b m (x) = 0. 

如果这个方程组在复数域内有一组解 ( A ，>)， 此时 

7 ( y ) = a 0 (x 0 )y n + a 1 O 0 ) y l '" 1 + 〜+ a n (x 0 ) , 
g ( y ) = b 0 {x 0 )y m + 厶 iOo )/ -1 + … + b m (x 0 ) 

有一公共根 y 。， 上两多项式或全为零多项式，或有非常数公因式 

d(y) (即不互素），按命题 3. 1，在这两种情况都有 F(x 0 )=R(f,g) 
= 0,即： r 。 应为尺 (/， g ) 的一个零点. 

反之，若有 C ，使 厂 0 。） = 及 (/ ，私 ）= 0, 则按命题 3. 1，应有 

<2。0。）=6。0。）= 0,或/(: y ) 与私 (： v ) 不互素.在后一种情况下，设它 
们最大公因式为 d(y) ， degd( ： y)>l ， 则 d (： V ) 在 C 内有根 ：Vi ，: V2 , …， 
M ， 此时 Cr 。，％) ， （^ o ，： V 2) ，…，（工。，3^)即为 上述尺 上二元联立方程组 
的解. 

习题三 

1 . 设 / ，发6尺 [*2 ： ] ， (^/=” ， (^8 《 = 饥，证明 

R(fyg)= ( — 1 广尺 (《，/)• 

2. 试求下面两个多项式/，&的判 别式： 

f = x n — < 2 ， g = x n - ax + b (< 2 y b G C )• 

3. 求结式及(/，发）： 

(1) /= (x 5 —1)/ (x—l), g= (x 7 — l)/ (x—1 )； 

(2) f=x n -\-x~\- \ y g = x 2 — 3« r +2; 

(3) f=x n + ly g= (x — l) n . 

4. 利用结式求下列曲线的直角坐标 方程： 

(1) x = t 2 — z + 1 ， y= z 2t 2 -\-t — ?>^ 

(2) :c= (2, + l)/(, 2 + l) ， y= (.t 2 -\~2t —1)/( 尤 2 + 1). 

5. 求下列二元联立方程组的整 数解： 

I y 2 — 7 scy + Ax 2 + 13 x —2 y —3 = 0 y 

(1) 

\ y 2 — l ^ xy -\-^ x 2 -\-2^ x —^ y—h = 0} 
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Sy 2 — ^> xy - {- 5工 2 — 16 = 0, 

( 2 ) 

, y 2 — xy + 2 x 2 — y — 5 工 = 0; 

lx z + y 2 + 4 x —2 y +3 = 0 9 

(3) 

' x 2 + 4xy — ： y 2 + 10 ： y—9 = 0. 

6. 设 / w ， A 是数域尺上三个一元多项式，证明 

R(fgyh) = R(f yh) • R(g，hh 

7. 设/，发是数域尺上两个一元多项式，证明 

D(fg) = D(f)D(g)(R(f y g))\ 

8. 求及 (/(: r )，: r — a ), 

9. 设 /0)=: c n _1 +: r ” _2 + …+ 1•证明 

in 一 1) (w 一 2) 

D(f) = (- 1) 2 ^~ 2 . 

本章小结 

在第八、九、十这三章中，我们向读者介绍了三类代数系 统：有 
理整数环 ，一 元多项式环，多元多项式环.这些内容使我们对在代数 
学中处于重要地位的一类代数 系统： 环有了初步认识.这三种具体 
的环都是整环，在它们里面的基本研究课题都是相似的，就是整除理 
论和因式分解理论.通过对这三种具体环的研究，向我们展示了整环 
一般理论的基本研究课题和处理问题的基本方法，为今后进一步学 
习抽象代数学的理论作了必要的准备.同时，我们也看到，有理整数 
环和一元多项式环比较接近，多元多项式环则跟它们有相当大的不 
同.其所以如此，一个重要原因是多元多项式环内没有带余除法.由 
于这一带根本性的不同点，使多元多项式环的理论变得复杂，但也变 
得更深刻，为代数学的研究展现了一片更广阔的天地.读者在今后的 
学习中将会对它有进一步的认识. 

本章的另一个重要内容，是向读者介绍了一种十分有力的代数 
工具.在高等代数课程中，有两种数学工具是数学各领域广泛应用 
的,这就是矩阵和多项式，特别是多元多项式.如果我们能巧妙地运 
用这两种工具，常能使许多困难问题迎刃而解.本章§ 2和§ 3所讲 
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的对称多项式和结式理论，就是巧妙地运用多元多项式去讨论高次 

$ 

代数方程的良好范例 .一 般说，高次代数方程的根是很难求出（或根 
本无法求出）来的•但利用对称多项式和结式的理论，使我们得到许 
多有用的信息，从而能解决许多理论和实际问题.读者在学习这些内 
容时，应当细心领会这些理论的精神实质，从中学习处理问题的方 
法，以提高自己的 能力. 



" 第 + — 章 n 维仿射空间与 w 维射影空间 

在解析几何中，我们在三维空间中取定一个直角坐标系，使空间 
的每一个点对应于实数的三元有序组(^，^2 2 4 3 )(该点在取定的直角 
坐标系下的坐标).在这基础上，我们可以利用代数的工具来研究几 
何图形.本章的目的，是要将这个思想抽象化和一般化.本章的内容 
可以看做是前面所讲的一些代数学知识在几何学和数学分析中的应 
用.通过本章的内容，读者可以更清楚地认识前面所论述的某些代数 
学知识的直观背景. 


§1 〃维仿射空间 

在三维几何空间中取定一个直角坐标系之后，每个实数三元有 
序组(^，七，^)可以有两方面的含意. • 1) 代表一个以（^，七，^)为 
坐标的点； 2) 代表一个以坐标原点为起点，以点（^，^，^)为终点 
的向量.当把实数的三元有序组当点看时，我们不考虑其加法和数 
乘; 而把它们当向量看时，就要同时考虑其加法和数乘运算了.在线 
性代数中，我们从上面所述的第二个方面推广实数的三元有序组的 
概念，获得了域尺上的〃维向量空间的新概念.现在，我们要从上面 
所述的第一方面推广实数的三元有序组，以获得一般的 n 维仿射空 
间的概念.这个概念可以看做是三维几何空间概念的一种抽象化. 
定义 设尺是一个域，令 

K n = { (^! ,••• y a n ) \ a { G K }, 

称其为域 K 上的^ 维仿射空间 . 的每个元素(^，…，〜)称为空间 
中的一个点= 1，2,… ， w ) 称为该点的 坐标. 

现在记号尺”可有两种意义 .• 1) 代表尺上〃维向量空间，其元 
素为向量，有加法、数乘运算； 2) 代 表尺上 n 维仿射空间，其元素 
为点，无加法、数乘运算.具体含意可由上、下文看出，或给予特别说 
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明. f 

与此相应地，我们把三维几何空间中的几何图形的概念进行 
抽象化.设 r 为仿射空间 k ” 的任一子集（即尺”中某些点所组成的 
集合).我们称 r 为中的一个 图形. 

在域 K 上的72元多项式环尺[^，…，内取定多项式 
/(&，••• ，: C „) ，定义 

V (/) = {(A ， … ， (2„) 6 P 1/((2! ， … ， (2„) = 0 } ， 

F (/) 是/在中的全体零点所组成的图形，称为中的一个仿 
射代数曲面 .若 〃 = 2,则 F (/) 称为仿 射代数曲线. 

例 1. 1 设 / u ， 30 =： r 2 + y — i 6 k [ i ，3^]， 则 v (/) 是尺 2 (域尺 
上的仿射平面，即二维仿射空间）内的一个“单位圆”. 

解 （ i ) 取，则 y (/) 是普通几何平面内的单位圆. 

( ii ) 取 k = q .我们来找出 f (/) 中的所有点.设 （wwe 
V (/) ，显然，只要讨论 ^ o >0,^ o >0 的情况.令 

工 0 = 生 ， yo = ~ ( rn ， n ， k 为正整 数）. 
mm 

由 xl ~\- y\=l 推知 n z -\- k 2 = m 2 . 如果 （ w ，々）=么则必有 | m •设 ; w = 
dm!，n = dn f ，k = dk ’ ，则有 

n n f 

Xo — m — m " 

k k ， 

% = m = 

所以我们不妨设 ( w ，々）= l . 此时 m 必为奇数（因为，如果 m 是偶数， 
则4|(72 2 +々 2 ).容易看出，此时72与々必同为偶数，这与(72，々）=1的 
假设矛盾) . m 为奇数时， W 与々应当一奇一偶，不妨设 W 为偶数•于 
是我们的问题变为求下列不定方程的整 数解： 

u 2 v 2 = zv 2 ( u ， v ， xv 〉 Q ) ， (u 9 v ) = 1, 2 | u , 

在初等数论中已经求出这个问题的解答，就是 

u = 2 ab ， v = a 2 — b 2 , w = a 2 b 2 ( a y b Z ), 

其中^>6>0，(〜《 = 1，且〜纟中一奇一偶(参看华罗庚“数论导引” 
第十一章 §6) .此时 
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x Q = 2 ab / ( a 2 + 厶 2 ) ， 
y 0 = ( a 2 — b 2 ) / ( a 2 + 厶 2 ). 

这样， F (/) 上的点就被完全确定出来了. 

(iii ) 取 K = F ，•令 （ 7，7 ) 6 F (/) ，则 

i 2 = I — j 2 = (1 + j )(1 — j ), 

其中 1 = 1+/?Z , i = i-\-pZ , j = j-\-pZ ( O ^ f , j < p \ 于是 

f 2 + p % = [(1 +)) + p Z ][(1 — j ) + p ! L ~\ 

=(1 + >)(1 - j ) + 户 Z . 

上面的式子可以用有理整数环 Z 内的同余式写 出来： 

i 2 三 （1 + >)(1 — j ) (mod p ). (1) 

在 Z 内，给定 a ， 若存在 2/6 Z ，使 u 2 =a ( mod 户），则称 < 2 为模户的 
平方 剩余; 否则称 a 为模 p 的 平方非剰余. 从 ( 1 ) 式可知，我们令 j = 
0 ， 1 ， 2 ^"，户一 1 ，找出（ 1 +))( 1 —））中的平方剩余，即可求出 V ( f ) 
中的所有点. 因为户 是一个固定的素数，所以经过有限个步骤后就 
能做到这一点.例如 ，取/ > = 5 .模 5 的平方剩余显然为集合 U 2 | 0 <々 
<4} 中模5互不同余的那些数所在的模5剩余类，即 

0 + /?Z ， l+/)Z，4 + / ? Z. (2) 

以 j = 0,1 ，2,3,4代入 (1+))(1 — j ) ，得到序列 

1， 0 ， 一 3， 一 8 ， 一 15. 

它们模5的剩余类要等于 (2) 式中的某一个时，只能是）= 0，1，4.此 
时对应的 F (/) 中的点是 

(士 1,0), (0, T ), (0,4) = (0, - T ). 

上面四个点，就是 F 5 2 内的“单位圆” F (/) 上的全部点. 

1. 『内的 仿射变换与正交变换 

定义 设4= ( a l7 ) 是实数域上的 w 阶可逆方阵，及=(纟 1 ，&，•••， 
b n )e nr . 在 R 上 n 维仿射空间 r ” 内定义变换 如下： 对任意 y = 

Xh^Y = AX + B, 

这里 f = ( M ，3； 2 ， … ，3；„). 具体写出来就是 
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^1 = a \\ X \ + a \2 X 2 + + ^ln^n + 办 1 ， 

= dz\OC X + a 22 ^2 + ••• + dlnOCn + 办 2 ， 

yn ^nl^l I ^n2^2 I ••• I ^nn^n + b n ， 

则称此变换为 IT 内一个仿射 变换. 如令 

- bi 

A = 

Lo 1 J 

为 n + l 阶分块方阵，而 



—工 1 _ 


~yi 


工 2 


yz 

X = 

• 

• 

• 

, Y- 

• 

• 

• 


x n 


y n 


. 1 . 


.1 


则上面的仿射变换公式可以写成 

Y = AX. 

I 是 n + 1 阶可逆方阵，且 

— l 「 A _1 — A~ l Bl 

A~ l = ， 

L o 1 J 

所以上面变换公式也可以写成 

x = H 

在上面定义的『中的仿射变换中，如果 a 是一个正交矩阵，则 
它称为 ir 中的正交 变换. 

『中的一个几何图形 r 在任意仿射变换下保持不变的性质称 
为该图形的仿射 性质. 研究 nr 中图形的仿射性质的数学理论称为仿 
射几何 . 『中图形在任意正交变换下都保持不变的性质称为该图形 
的度置 性质. 研究图形的度量性质的数学理论称为度 量几何或欧几 
里得几何. 读者在中学中所学的平面几何学就是 K 2 内的欧几里得几 
何，中学所学的立体几何就是硭内的欧几里得几何. 

命题 1. 1 R n 内的仿射变换具有如下 性质： 

( i ) IT 内的恒等变换为仿射 变换； 
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( ii ) 两个仿射变换的乘积仍为仿射变换； 

( iii ) 每个仿射变换都可逆，且其逆变换仍为内的仿射变换. 
证 如上所述 ，『内 一仿射变换由一个 n 阶实可逆矩阵 A 及万 

G 按如下办法决 4 定： 

- B 1 
A = 、••、， 

Lo 1 J 

变换公式为 Y = AX . 如取 A = ，万= 0,则即为 IT 内恒等 
变换.又给定 n 阶实可逆方阵戌及私 e IT ，此时 


A,A = 


"A B,- 

B- 



A.B + Br 

■ 0 1 - 

.0 1- 


- 0 

1 - 


而 （ u ) 又叉)即为由 a ，私及 A ， 万定义的仿射变换的乘 
积，按上面的计算知它恰为由(仍为72阶实可逆方阵）以及 
A ^+ B.e IT 所决定的仿射变换. 

最后，因 A 可逆，易知 


A 


— 1 


A 


— 1 


0 


— A ^ B ~ 



它代表的一仿射变换，而 



■ A _1 — A ~ l B ' 


'A B _ 


■£ O ' 

A - 1 A = 







_ 0 1 


-0 1- 


_0 1- 


即 ( a -^ x ^-^ ax )= EX = X , 也就是说 ， X — 1 为五的逆变换. | 
从这命题 可知：『内 全体仿射变换所成集合关于变换乘法组 
成群，称为 IT 的 仿射变换群. 

对 1 T 内两个图形 A 及 r 2 ，如果存在 IT 内的仿射变换把 A 变 
为 A ， 则称 r 2 与 A 仿射等价 ，记做 r 2 〜 A . 根据命题 1. 1，仿射等 
价是 1 T 内图形之间的一个等价 关系： 

1) 反 身性： 对 nr 中任意图形 r ， r 〜 r ; 

2 ) 对 称性： 若厂 2 〜/\，则 a 〜 r 2; 

3) 传 递性： 若 a 〜/^，/^〜^，则/^〜込. 

这三条性质只要分别把命题 1. 1的三条结论用上去，即可证明.具体 
论证留给读者作为练习. 
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现在， IT 中的全体图形按仿射等价关系划分为等价类，属于同 
一 等价类的图形具有相同的仿射性质，从仿射几何的观点看，它们之 
间没有区别. 

对『内的正交变换，也有相同的结论. % 

命题 1. 2 W 内的正交变换具有如下 性质： 

( i ) K ” 内的恒等变换是正交 变换； 

( ii ) 两个正交变换的乘积仍是正交变换； 

( iii ) 每个正交变换都可逆，其逆变换仍为『内的正交变换. 
这个命题的证明方法与命题 1. 1 一样（利用第六章命题 2. 2) ， 

留给读者做为练习.由此命题也 推知： 1 T 内全体正交变换所成集合 

关于变换乘法组成群，称为『的正交变换群. 

现在，在 1 T 中的图形之间定义一个 关系： 若有正交变换把图形 
A 变为图形 r 2 ，则称 A 与 A 为度量等价.度量等价同样是 1 T 中图 
形之间的等价关系，『内全体图形所成的集合关于这个等价关系划 
分为等价类.同一个等价类的图形具有相同的度量性质，从欧氏几何 
的观点看，它们之间没有区别. 

2. 『中二 次超曲面的分类 

现在我们来具体讨论 1 T 中一类重要几何图形如何按度量等价 
关系和仿射等价关系进行分类.本段的内容，是上面一般理论的一个 
具体例子.本段的结果在数学分析，几何学以及自然科学的一些领域 
都是有用的. 

定义由 M [:^，… ，: c „] 中的二次多项式 

n n n 

/(A ， … ，工 „) = + 2^ i b k x k + c {aij = a ;l ) 

t = l >=1 k=l 

(3) 

所定义的 IT 中的超曲面 y (/) 称为二次超曲面. 

如果 w = 2, 则 y (/) 就是平面上的二次曲线；当 n — Z 时， V (/) 是 
三维几何空间中的二次曲面. 

令 A =( aij )， B = (办1 ，•••，△„) , X = Oi ， … ，: c „， l ) ，以及 
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一 「A 
A = 

LB 


C J (n+l)X(n+l) 


则有 


/ Oi ，…，工„) = X AX '. 

考查 ir 中的仿射变换尹二户叉^它也可以写成又/二 ㊁ 匕我们有 


XAX 1 = Y ( Q f AQ ) Y f 

A 是实对称矩阵，故 ◎亙 3也是实对称矩阵.如设 


Q = 


-Q H 1 ' 
-0 1 - 


H = ，…， h n ) ， 


则 


QAQ = 


~ Q'AQ 
.HAQ + BQ 


QAH 1 + Q f B f ' 
HAH 1 + BH f + HB 1 + c . 


当 / 是二次多项式时， A 关 0 ,故 Q ' AQ 关 0 . 于是#(%，…， 30 也是二 
次多项式，即是 1 T 中的二次超曲面.这说明仿射变换把二次超 
曲面仍变为二次超曲面.因而，以 V (/) 为代表的仿射等价类中的几 


何图形全由二次超曲面组成.我们的目的，是要在 F (/) 所在的仿射 
等价类或度量等价类中找出一个方程最简单的二次超曲面来.用它 
作为该等价类的代表. 


I . 中二次超曲面的度量分类 

为了下面讨论的需要，这里先给出一个事实. 

引理1在欧氏空间中给定非零向量《=(^，七，…，〜），令 


W ，0, …， 0) ，这里 d = / s ] a \+ a \ + ^^+ a 2 m . 则存在 m 阶正交矩阵 
: T ， 使7^= 〆 （这里把《，/?看做 mXl 矩阵，为其转 置). 

证令& = SIT 中单位向量，可扩充为 IT 的一组标准正 

交基£1，£2,现在 Oi ， a ) = ( q ，当 i ^-2 时，我们有 
( e ,， a ) = ( e , ，也 ）= 0 •以 £ i ， e 2 , …，为列向量排成 m 阶正交矩阵7% 

那么，按矩阵乘法的定义，我们有 



( e l9 ay 


_cT 


To ! = 

( e 2 ， a ) 

• 

• 

• 

1 

0 

• 

• 

• 

= #• 


_(£m， 汉）- 


-0- 
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根据线性代数的理论，对于一个实对称矩阵 A ， 存在正交矩阵 

TM 

TAT 

0 

L aJ 

其中 A ，…， A „ 是 Z 的;2个实特征值.不妨假定 
A > A > … > 心 > 0 > Vh > … X ，々+1 =… = K = 0. 
于是，在正交变换 




义2 


0 




■T 

-0 


0 


r 



下，由 （3) 式表示的二次多项式/变为 

r 

g(yir-- 9 y n ) = 2 ^ + 2( 办 ;3^ + …+ b^yn) + c. 

«=1 

此时 F (/) 与度量等价.因为 V ( g )= V (- g ) ，故在上式中不妨 
假设正平方项个数负平方项个数 r - p . 

1) 如果<+1 : =^"=^1 = 0，我们再作正交变换 

卜 .== y t . + b\ / A, (i = 1,2, ••- ,r) , 

\zj = yj 0. = r + 1，•••，”)• 

多项式 g 变为 

h { z x , ••• 9 z n ) = X x z \ + ••- + ^ p z 2 p + A p + 1 z 2 p+1 + ••• + Xj.zl + c f . 

若 〆 =0,则我们得到如下一类二次超曲面的标准方程 

Mi z l + ••• + ^ P z 2 p — —…一 fj . r z \ = 0, (4) 

其中 / A >0,/?^ r —/)； 

4 

若 〆 关0,因 ya )= ya / ki )， 可得第二类二次超曲面标准方程 
/^1^1 + ••• + — /^+ l 4 +1 —…一 f ^ r^l ±1 = 0， (5) 

其中/^〉0,户〉 r—/>• 而如果 = 则方程为 

^\ z \ + ••• + u p z 2 p — /Vk 之 $ +1 — ^zpz\ p + 1 = 0. (6) 
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2) 如果<+ 〆 ••，<不全为零，设 

d = \/ l ) r X \ + ••• + 厶 I 2 . 

按上面的引理1，存在一个 n - r 阶正交矩阵: T 。， 使 


令 



L 0 T 0 J 




，0 


(其中表示 r 阶单位矩阵).作正交变换 

\ 


3^1 


之 1 

• 

• 

• 


~T H，- 


• 

• 

• 

y n 


-0 1 - 


z n 

_1_ 


_ l _ 


多项式 g 变成(请读者代入上面 & AQ 的公式计算一下) 

△ (A ， … ，之 „)= KA + ••• + ^ P z\ + X p+ 1 z 2 p+1 


+ …+ Kz 2 r + 2dz r+l + c'. 

若 〆 =0,我们得到二次超曲面的一类标准方程(注意 d >0) 

/+ …+ ^P z2 p ~~ " 户 +1 之 》 +1 — … 一 + 2^r+l = 0. (7) 

若 c ' 关0,只要再作正交 变换： 

卜 = z t - (i r + 1 ), 

(之 r+l 之 r+1 I C I y 

我们就得到与 （7) 式相同的标准方程.注意 (7) 式中 / A >0 9 p ^ r - p . 

在上面的讨论中，我们证明了 ： IT 中任意二次超曲面都和由方 
程 （4) 〜 （7) 之一所定义的二次超曲面度量等价.不难 证明： 这四类 
方程所定义的二次超曲面互相之间不度量等价.具体的证明此处从 
略•到此为止，我们已经把二次超曲面的度量等价类完全弄清楚了. 

当 n = 2 时，互不相同的度量等价类是(设 ^ O ^^ O )： 

^1^1 H - ^2 Z 2 = ^ ^^个点）； 
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因此，从欧几里得几何学的观点来看，空间中的二次曲面只有以上十 
七个大类. 

I . ir 中二次超曲面的仿射分类 

因为正交变换都是仿射变换，所以讨论二次超曲面的仿射分类 
可以从度量分类中所得到的标准方程出发，对它们再作仿射变换. 
对于标准方程 (4) ， （5) ， （6) ，作仿射变换 

\ui = (i = l ， ." ， r )， 

\Uj = zj (j = r + 1 ， ••• ， n). 

我们分别得出如下三个标准 方程： 

u\ + ••• u p — u 2 p+l — — ul = 0 (p ^ r — p) J 

u\ + ••• u p — u 2 p+1 — ± 1 = 0 ( 户 〉 r — />) ， 

u\ + ••- + u 2 p — u 2 p+1 —… 一 u\ p + 1 = 0. 

对于标准方程 (7) ，作仿射变换 

Ui = ^/~JtiZi (i = l ， ... ， r )， 

從 r +1 2^ r+l J 

、Uj = Zj ij = r 2,… ，”）• 

我们得出第四个标准方程 

u \ + ••• + u 2 p — u 2 p+l —…一 u 2 r + u r+ i = 0 ^ r — p )• 

于是， IT 中任意一个二次超曲面必与上面四个方程中的某一个方程 
所确定的二次超曲面仿射等价.同样地，可以证明上述四类标准方程 
所确定的二次超曲面彼此之间不仿射等价.这样，我们就把二次超曲 
面的仿射等价类完全搞清楚了. 

令72 = 2,3,我们就分别得到平面上的二次曲线和空间中的二次 
曲面的仿射分类.此处不再 一一 列举出来. 


3. 多元函数的极值 

现在介绍实二次型理论在数学分析中的一个应用.设 D 是实数 
域上 w 维仿射空间『的一个区域，… ，: c n ) 是定义在 D 内一 
个 W 元实函数.对『中一个点尸=(<2^(22,…，<2„)，设及为一个正实 
数，定义 
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O(R) 




(工1，工2,…，工 J G 『 


n 


te — <2, ) 2 < R 


2 


1 


称之为尸点的一个球形邻域. 

根据数学分析的理论，我们有如下结论. 

引理 2 设^元实函数/(^，…， orj 定义在『的一个区域 D 
内，尸=(々，〜，…，知）如果尸点有一个球形邻域 OOOd )， 且 
/ U ，…，: rj 在 O ( R ) 内存在三阶连续偏微商，则 


n 


/Oi ，…， 工 „) =/(々 ，…， + 2/ 二 (… ，…， 〜)紅 


1 


n n 


(A ， … ，紅 Ar ； + o(p 2 ) 


1 ；=1 


其中 


i9 p 2 = Ax 2 1 + Aj： 2 2 -\ - hAjr^. 


我们知道，如果尸点是函数/(^，…，: c „) 的极值点，则有 

f^(a 19 a 29 ^* ,a n ) = 0 = 1 ， 2，…，”） •. 

但这并非极值的充分条件.下面利用实二次型的理论来阐明在何种 
情况下满足上述条件的点尸是 /( A ，…，: rJ 的极值点. 

引理 3 设发是一个 n 元非零实二次型，则下 
面结论 成立： 

( i ) 若 g 是正定二次型，则存在正实数 c ， 使对一切 BT ， 有 

X f AX^c(X f X )； 

( ii ) 若 g 是负定二次型，则存在正实数 c ， 使对一切，有 

n<- c(X f X )； 

( iii ) 若发是不定二次型，则存在正实数 Q 及；^€『，义#0,使 
XUX != d ( X ； X !), 又存在正实数 c 2 及 e bt ， x 2 ^ o ，•使 


X f 2 AX 


C 2 


(X ； X 2 ). 


证根据第六章定理 2.3, 存在 w 阶正交矩阵: r ， 使 


g 


X'AX X = TY ’ 2 


+ 义23^ + …+ ^ nyl - 


( i ) 若发 正定，则入>0(/ = 1，2,…，”）•令 c = min{Ai , A 2 , ••• , A „} , 


则 


+ / 2 + …+ W ) = c(r r ). 



而 X ’ X = (TYY (7T) =r ( T , T ) Y = Y , Y . 得证. 

( ii ) 若 g 负定，则入 <0 G ' = 1 ， 2 ，…， ”）• 若令 c = min { | 
义2 I ，…， I 1 I } ， 贝 ! J 

n<—W + … + W ) 




- c ( TY ) =— cOCX ). 


( iii ) 若发 为不定型，可设义1，义2,…，々>0,而 Vh ，…，七<0，々+1 
= ^n = 0 ，其中 分别取 Ci = Ai ， C 2 = —々+1，及 




，^2 




—P + 1 行， 


又令兄 =71^ X 2=71^ ，则 

, X l = TY l . . 

X ； AX x —== =A X = = ^(X；^), 


X r 2 AX 2 - Xz = — 2 A 


p -\-\ — ^ p +\ 0 ^ z ) — — c 2 ( X 2 X 2 ). 


当 w 元实函数 / Cri ，…， A ) 在点尸二^，々，…， a „) 的一个球形 
邻域 O ( R ) 内存在三阶连续偏微商时， 


% x Ui ^2,-, a n ) = 


若令 


dij = /二 ( a l 9 a z r mm ， A ) ， 


则(%)是一个 n 阶实对称矩阵. 

命题 1. 3 设 n 元实函数/(&，••• ，: rj 定义在 BT 的区域 D 内， 
点 P =( ai ，…， a „) eD . 又设尸点有一个球形邻域 OCiOGD ， 
/ On ，" •，: rj 在 OOO 内存在三阶连续偏微商，且 


/:(〜，•••，汉 n ) 






1，2，… 9 n ). 


如令 aij = f ^( ai ， … , a n ) — a , •又 
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a ll 

a U 

… CL\n 


工 1 — 

^1 

A = 

a 21 

• 

• 

• 

a 22 

m 

• 

• 

… CLZn 

• 

• 

• 

， AX = 

工 i — 

• 

• 

• 

a 2 


J^n\ 

<^n2 

• • • n 

^nnJ 


ben 

a n — 


当 A 关0时，我们有如下 结论： 

( i ) 若 (△ XYA ( AX ) 为正定二次型，则尸点为 / On ，…，: r „) 的极 
小 值点； 

( ii ) 若 (△ X ) / A ( AX ) 为负定二次型，则 P 点为/(々，…，: rj 的 
极大值点； 

( iii ) 若 (△ X ) / A ( AX ) 为不定二次型，则 P 点不是/(心 ，…，: rj 
的极值点. 

证根据引理2,我们有 

△/ = /(:^，…，: c „) — /( a ，…，= ( AX ) / A ( AX ) + <?( 〆 ）， 
这里… + a ^ 2 =( a ; o ，（ a ; o . 

( i ) 若 （△ XYACAX ) 正定，按上述的引理3,存在正实数 o 使 
( AX ) , A ( AX )> c ( AX > , ( AX ) = cp \ M 

A /= ( A ^) r A ( AX ) + o { p 2 ) = {^( AX ) , A ( AX ) +0(1)) 〆 . 

当 p ^ O 时，有•当 0 时 o ( l ) 为无穷小，故 

存在 P 点的一个球形邻域，对此邻域内任意点 X =( xi ,---, x „),^ 

- 2 (^ XyA ( AX ) + o ( l )>0, 

9 

于是在此球形邻域内任意点 ( A ，…， : c „) ，必有 /( A ，…， : c „)> 
/( q ，…， aj (设 X ^ P ). 于是尸点为/(工1，…， a ) 的极小 值点. 

( ii ) 若 (△ X ) / A ( AX ) 负定,按引理3,存在正实数 c ， 使 

( AX r ) A ( AX ) <— c ( AX ) , ( AX ) =— cp \ 

此时(设 P 关 0) 有 

J i ( AX ) , A ( AX )<- c , 

P 2 

于是存在尸点一个球形邻域，对此邻域内任意点，…，: c „) ，有 

△/= j ^( AX ) , A ( AX ) + o ( l )) / o 2 <0, 
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即 /(>2： l ，".，>2： n )</( air "， a „). 故尸为 /(工1，…，的一个极大值 

点. 

( iii ) 若 (△^ OACAX ) 为不定二次型，按引理3,存在正实数 q ， c 2 
及 x '， x 2 e 獻(兄古 0， X 2 ^0)， 使 

X ； AX x = c ^ Xi , X f 2 AX 2 = - c 2 X ' 2 X 2 . 

令 △X = eX 1 , / o 2 =( A ；0，（ A ；0= e 2 ( X ’ 1 X 1 )=^ ie 2 (~ 为正实数)•此时 

( AXyA ( AX ) = e 2 X [ AX 1 = = b lCl e \ 

而 

△/= ( AX ) , A ( AX ) + o ( p 2 ) = V 2 + o ( e 2 ) 

= (办 iQ + o ( l )) e 2 . 

当/»0,即 e ^ O 时， 〆 1) 为无穷小，而为正实数.故当 e 充分小 
时， / On ， …， A )>/ U ，…，〜），这里叉=尸+ £ 兄（现在把 
看做 ir 中向量). 

再令 AX = eX 2 , 则 P 2 = b 2 e 2 yb 2 为正 实数. 此时 

( AX ) , A ( AX ) - - b 2 c 2 e 2 , 

而 

A /= ( AX ) , A ( AX ) + o { p 2 ) = (- b 2 c 2 + o ( l )) e 2 . 

当/»0,即 e ^ O 时， 〆 1) 为无穷小，而 6 2 c 2 为正实数.故当 e 充分小 
时， / U ， …，： CnX / U ，…，〜），这里 X = P + (现在也把 X ，尸， 
X 2 看做 IT 中向量). 

综合上面两方面的结 果知： 当 X 沿向量兄方向趋向 P 点时， 
f (工1， … ， a ) 的值都大于/(々，…， aj ，而 X 沿方向趋向尸点时， 
/( A ，…，工„)的值却都小于 /(七 ，…，<2„)，故尸点不是/ (Xi , yX n ) 
的极值点 .I 

习题 一 

1. 设 f ( x 9 y )= x 2 -^- y 2 + l . 求在 F 〖内 V (/) 的所 有点. 

2. 列举平面二次曲线和空间二次曲面的仿射等价类，并说明每 
一类的几何图形是什么？ 

3. 证明平面上的椭圆、双曲线、拋物线彼此不仿射等价. 
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4. 设/是域 K 上的〃元一次多项式， F (/) 称为内的 仿射超 
平面. 试求内仿射超平面的所有仿射等价类. 

5. 设 — 之:^+心一 a —4 x 4 •试求巧内 V (/) 
的所有点. 

6. 给定两个实系数〃元一次多项式 

/ ( 工 1 ， ••- ，工 J = a 0 + a x x x + a 2 x 2 + ••• + a n x n (a t 6 M ), 
g(^ir- ，工 ”）= 6。 + b x x x + b 1 x 1 + ••- + b n x n (b { G M ), 

则 F (/)， F ( g ) 为 IT 内的两个仿射超平面.如果 

(办1，办2,…，办”）= 々 Oi ， a 2 , … ， a „) G M ) 

(上式为把 M ” 看做 R 上 n 维向量空间） ，但心关仏 ，则称 V (/) 与 

平行. 

(1) 证明『内的仿射超平面在任意仿射变换下仍变为仿射超 
平面. 

( 2 ) 如果两仿射超平面 A ， r 2 互相平行，设它们在某一仿射变 

换下变为仿射超平面 r ; ，证明 r ; 与 r ; 仍然 平行. 

7. 试求函数 f ( j ： 9 y )= y 3 — j ： 3 + 3 x 2 + 3 y 2 — 9 y 的全部极值点 • 

§2 n 维射影空间 

根据解析几何的知识，数轴上的点与实数 一一 对应，所以数轴是 
一维仿射空间 R . 在平面上取定直角坐标系后，平面上的点 与硭的 

点 一一 对应，所以平面是二维仿射空间 M 2 . 在空间中取定直角坐标 
系后，空间的点与靶中的点 一一 对应，所以现实的几何空间为三维 

I 

仿射空间但是，直线，平面，空间都向外无限延伸，这样 ，一 些图 
形的几何性质就不能被完全弄清楚.例如平面上的椭圆，双曲线，抛 
物线，就其图形看，椭圆是封闭曲线，而双曲线，拋物线却都是开口伸 
向无穷远.但从代数观点看，这三种曲线的方程都是二次的，从几何 
观点看，这三种曲线都是用平面切割圆锥时的截线，仅是切割的角度 
有不同.由此看来，它们应当有某些共同的几何属性.为了搞清它们 
的共同点，自然就想到能否从数学理论的角度设法把“无穷远点”添 
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加到直线，平面和空间中去，这样，一些在仿射空间中向无穷远处伸 
展的几何图形就可以得到完整的刻画.引进射影空间的概念就是为 
了解决这个问题. 

考虑域 K 上的 n + 1 维仿射空间 K n+1 •令 

A = { (<^，… 9 a n+1 ) 6 K n+l I ( a ! ，… 9 a n+1 ) 7 ^ ( 0 , …， 0 ) }• 

在集合 A 内定义一个关系“〜” 如下： 

( A ，… ， a „ +1 ) 〜（ 〆 ，… ja n+1 )<=^ 存在 A 6 K ，入# 0,使 

a [ = (i = 1, ••• + 1). 

显然，这是集合 A 内的一个等价关系， A 关于这个等价关系划分为 

等价类.（^，…，^ +1 )所在的等价类就是集合 

{(Aa” … ， A^„ +1 ) | A G 0}. 

全体等价类所组成的集合称为域 K 上的〃维射影空间，记做 
P ( KY . P ( KY 的每个元素 {( A 々 ，…， Aa „ +1 )} 称为一个点，而 Xa t (i = 
1，2 ,…， rz + l ，》 关 0) 称为该点的齐次坐标. 

例如，考虑实数域上的一维射影空间 P ( K ) 1 ， 其元素（点）为 
，其中 AG M , A ^0, ai ， a 2 G M ,<2 i , a 2 不全 为零. 如果 <^2^0, 
定义映射（如， Aa 2 ) di / a 2 G 肢.这是 P (^) 1 中第2个坐标不为零 
的点到实数轴 M 上的一个满、单映射，即 一一 对应.我们把数轴上坐 
标为 aAz 2 的点等同于尸 （ R ) 1 中的点 {( A 4， Aa 2 )}, 坐标原点等同于 
点 {(0， k 2 ) } = { (0， A )} •如令 0,那么七/心― ^00( 设 aiT ^ O ) ，在极 

限情况下，即 a 2 = 0 时，它是数轴上的“无穷远点”，此时它为尸 （K V 
上的点{“々，(^^{^(^.于是贝耿/可以形象地看做把无穷远 
点添加到数轴 R 上去(也就是把数轴的两端在无穷远处相“粘合”成 
为 K 上的一个“无穷远点”)所得的封闭“直线”.由于这个原因， 
F ( M ) 1 通常也称为射影 直线. 

现在考查实数域上的二维射影空间 POO 2 , 定义其子集 

M = {( A ^ 1 , A ^2, A ^ 3 ) | A ^3 0}. 

又定义 M 到几何平面 R 2 的映射 

9% ( A ^ i , Aa 2 , A (23) 1-^ ( ajas . az / a ^. 

P 显然是满射.若又有 ( M ， A <4， A <^ ) 在 p 下映到同一点(〜/〜，心/心）， 
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则 a [/ a 3 , = a x / a z , a [/ a [= a 2 / a z . 于是当 aa / O 时，有 

~~ ^2 / ^2 ~~ /^3 — ~ A 0 ， 

即如果 <2^2 中有等于零的，则相应的 a ; ， 
a 2 也为零，这关系仍然成立.这表明 (/ ,<22 9 a 3 ) = ( Aq ， Aa 2 , Aa 3 ) ，故 cp 
是一个单射.由此知尸（股) 2 的子集 M 上的点和平面 E 2 内的点 一一 
对应.我们把平面硭内坐标为^/七⑹/七）的点等同于 P ( R ) 2 内 
的点•当 <21=(22 = 0 时它是 E 2 
内的坐标原点. 

现设是两个不全为零的固定实数 ， a 3 是一个实变量，则 
iai / a z ， a 2 /<2 3 ) 代表平面上过原点(0,0)和点(<^ ， a 2 ) 的一条直线（除去 
原点不计).当 a 3 — 0 时，动点(^/^，^/^)沿此直线趋向无穷远， 
在极限的情况下，即^3 = 0时，它就是尸 （ R ) 2 内的点 {( Aa ^ Aa ^ O )}， 
它相应于这条直线上的无穷远点.于是尸 ( M ) 2 可以看做是把鈀内 
过原点的所有直线上的无穷远点（它们组成一条无穷远直线)添加到 
M 2 内所得出的扩充平面.由于这个原因， P ( R ) 2 通常也称为 射影平 
面. 

对于域 K 上的 n + 1 元多项式环尺[^，…， a +1 ] 内一个齐次多 
项式 /( xv ，> r „ +1 ) ，定义 

PV (/) = { ( Aa x ,••• ，/ la „+ i ) 6 P ( iO n |/(七，…， a „ +1 ) = 0} ， 

称其为 P ( KY 内的 一个射影代数曲面. 

由于/为齐次多项式(设为 d 次），我们有 

，/ l <2 n +1 ) = 〆 /(〜，…， a „) = 0. 

故上面的定义在逻辑上无矛盾. 

给定 K 上一次齐次多项式/二〜:^ +…+〜+^+”则 PV (/) 称 
为 PiKY 内的一 张射影平面. 又给定 K 上二次齐次多项式 

n +1 n + 1 

f=U aijXiXj (a { j = aji ), 

i=i )=i 

则 PV (/) 称为 P ( K ) n 内的一个 二次射影代数曲面. 如取 R ，则 
当 n = 2 时， PV (/) 称为射影平面尸 ( R ) 2 内的 一条射影二次 曲线; 而 
^=3时， PV (/) 称为射影空间 F ( E ) 3 中的一个 射影二次曲面 .和 
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尸 ( M ) 2 —样， P ( R ) 3 可以看做是普通几何空间 R 3 添加了过原点 
(0,0,0)的所有直线上的无穷远点（它们的全体组成一张无穷远平 
面)后所得的扩充空间. 

在域 Kin 维仿射空间内，一个 n 元多项式 /(〜 ，…，％) 6 
K [:^，…，^]定义一个仿射超曲面 F (/) .如果我们按上面所说的办 
法把无穷远点“添加”到中使它变成一个射影空间，那么仿射超 
曲面 V (/)“ 添加”了无穷远点后应成为这个射影空间内一个射影代 
数曲面，这时它的定义多项式应当是一个齐次多项式，这个多项式应 
当是由原来的多项式/(^，…，演变过来的.但是怎样把一个一 
般为非齐次的多项式演变为一个齐次多项式呢？下面就来阐述这一 
方法. 

对 ，> r „] 内一个单项式…乂”，设其次数6+“ +… 
+ i n = d . 设整数则 


工 ”+i • a 


( 工 1 

，1 

f X 2 y 

l 2 

1 \ 

X n 

^ 工 n+1 1 


( 工 ” + l f 

• • • 

i 工 n + 1 / 


ax ^ x ^ 


i m — d 

nr n nr 

^ n+l 


为 W + l 个不定兀: Tl ， 


*• ，: cdn + i 的 m 次单项式.现设 /(a 
为 K 上一个 m 次多项式，令 


，工”） 


f Oi ， … ，工 „ ，工 „ + 1 ) = JOn+lf 

则多项式7为 n + \ 个不定元 工1 ， •• 


工 1 工 2 


X 


n 


工 n + 1 工 w+1 


^n + \i 




的 W 次齐次多项式. 


/ (工1，…，工 n ， A + l ) 称为 / CTi ，…，: O 的齐 次化. 此时，对任意有 


/ (Ar M ---,Ar n ,Ar n+1 ) = X m f Cr! ， … ，工 „ ，工出 ） • 

对于，… ，> r „] 内一个 w 元多项式，设其次数为 
m . 我们把它齐 次化： 

/ Oi ，…， 工…） =工: +1 /(> 1 /工” + 1 ，…，工” Ar w + 1 ) ， 

此时 PVC ?) 可以看做是 F 内的仿射代数曲面 v (/) 的一个扩充.事 
实上，若 (_ ，… ， Aa „ +1 ) GPV (7) ，且 k „ +1 #0, 则 

f {aj a n +\， …， aj a n +'、 = f (^! , ••• ,< 2 n+ 1 )/a ^ +1 = 0 , 

即(心 / a „ +1 ，… ^ a n / a n+ i )6 V (/)• 反之，若 ( A ，… 9 a m )^ V ( f ), 则对任 
意 AeK ， A 关0,有 
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7 (Aai,***,Aa„,A) = a„) = 0 ， 

即 ( A 々， …， A ^ A ^ PVC ?) .于是 PV (乃中第 W + 1 个坐标不为零的 

点与 V (/) 中的点之间存在 一一 对应，而 PV (^) 中多出来的，是第 
n + 1 个坐标为零的那些点.故 PV (^)可以看做是将“无穷远点”添 

加到 F (/) 上去之后所得岀的扩充代数曲面.由于这个原因， PV (/) 
通常称为 Y (/) 的射影完备化. 

例如，对，…，>2：„]中的二次多项式 


n n n 


/(々 ，…， xj = ^ ^UijXiXj + 

1 = 1 )=1 

2^b k x k + c (a {j = a j{ ), 

h 1 

其齐次化是 

氏 X 

n 

f Oi ，…， 工„ +1 ) = "^CLijXiXj 

itj=l 

n 

+ 2^b k x k x n+1 + cx 2 n+l , 

*=i 


而 PV(7) 是 y(/) 的射影完备化. 

上一节我们在仿射空间『内定义仿射变换，现在对射影空间 
我们也来定义类似的变换. 

设 A=(%) 是; z + 1 阶实可逆方阵，又设 


ai 



a 2 

A : 



a 


n 


/ 


a 


n 


La n+1 j 


- a n + l- 


icn G M , a,* 不全为 0) ， 


则定义尸(肢) n 内变换 如下: 


{(Aa!,Aa2,***,Aa„ +1 )} { (Aa; ，…， Aa: +1 ) }• 

当 A 不全为 0 时，因 A 可逆，故 d 也不全为0,上面的定义确为 
P (^ Y 内的一个变换.此变换称为由 n + l 阶方阵 A 决定的 射影变 

换. 

任取 m ，/^0，令召=以，则 召也是”+1 阶实可逆方阵，它 
也定义 p ( m n 内一个射影 变换： 


{(〜 ，…， Aa„ +1 )} {(Va’”". ， >Wl +1 )}. 
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在 尸 （! R) n 内 { (Xpa[ , ••• ,Xpa n+1 )} = { (Xa [, ••• ,Xa n+1 )} ，故 5 = 定 

义岀的射影变换与 A 定义的射影变换相同. 

命题 2. 1设 A 9 B 是两个^ + 1阶可逆实方阵，则它们定义 
F ( M ) W 内同一个射影变换的充分必要条件是存在 M ， 使5 = 

pA, 

证 充分性已在上面阐明，下面证明必要性.设 B 与 A 定义 
P ( M ) W 内同一射影变换.令 

Z 

= (0,… ， 0 ， 1 ， 0,… ， 0) (i = 1 ， 2,…， w + 1). 


设 



a n 


~ b n - 

Ae { = 

• 

• 

• 

， BEi — 

m 

m 

• 

An + l- 


则 

{ (“1 ， … , Aa Jn+1 ) } = {( A&i >••• ，槪 +1) }• 

这表明存在耿使心=户咖（々=1，2广.，” + 1)，于是5£ 1 

= PiAei . 令 e = (1，1，…，1)，同样的推理可知 存在/ M ，使 5 e = 
pAe . 这表明 

Be= B(^£i + £2 + …+ £ n+i) — ^ e i + Be 2 + ••• + Be n+1 
= P\Ae l + p 2 Ae z + ••• + p n+ iAe n+l 
=pAe = pAe x + pAe z + ### + pAe n+1 . 

因 ei ， e 2 ，…， e „ +1 为向量空间 BT +1 的一组基，而 A 为 ; z + 1 阶可逆方 
阵，所以 A £ l ， Ae 2 ，…， Ae „ +1 仍为 M ” +1 的一组基，由上述等式立即推出 
A = 〆 / = 1，2，…，” + 1)•即 Bei = pAei = 现在 e " 

£ 2 ,…，匕 +1 为『 +1 的一组基，这表明召=/^(因 B 与 pA 定义 M ” +1 内 
同一个线性变换). | 

和 K ” 中的仿射变换一样，内的射影变换也具有如下性 

质. 

命题 2. 2 P ( R) n 内的射影变换具有如下 性质： 

( i ) 恒等变换为射影变换； 

( ii ) 两个射影变换的乘积还是射影 变换； 
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( iii ) 任一射影变换可逆，其逆变换仍为射影变换. 

证 （ i ) 由 n + 1 阶单位矩阵确定的射影变换为 P ( R ) n 内的恒 
等变换. 

( ii ) 设为两个 n + 1 阶实可逆矩阵.按第二章§ 5所述矩阵 
乘法的直观意义，由 A , B 确定的 P ( RY 内两个射影变换的乘积是 
由 AB 所确定的射影变换. 

( iii ) 设 A 为 n + 1 阶实可逆矩阵，则由 ^ T 1 确定的 P ( M )” 内的 
射影变换为由 a 确定的 p ( Rr 内射影变换的逆变换. ■ 

由此命题 即知： P ( RY 内全体射影变换所成集合关于变换乘法 
组成群，称为 P ( Mr 的射影变换群. 

pmr 的一个子集称为射影空间 pmr 的一个图形.设 r M r 2 
是 p ( m )” 内两个图形，如果存在 p ( m )” 内一个射影变换把 a 变为 
r 2 , 则称 r 2 与 a 射影等价.根据命题 2 . 2 ,射影等价是 P(Rr 内图 
形之间的一个等价关系， p ( m )” 内的图形关于这个等价关系划分为 
等价类. p ( m )” 内的图形在射影变换下保持不变的性质称为该图形 
的射影性质.显然，同一等价类的图形具有相同的射影性质.研究图 
形的射影性质的几何学称为射影几何. 

我们来讨论 P ( Mr 中射影二次代数曲面的射影分类.令 


n +1 n +1 

/ = 2 (a {j = aji ) 

i = l j=l 


是 M [:^，…， ^ +1 ] 中的一个二次齐次多项式.根据线性代数的知识， 
我们知道存在一个 n + 1 阶实可逆方阵了，使 






V AT = 



r p 


— p 


o 


0 (” + l)X(n + l) 
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其中(%)为/的系数所组成的 n + l 阶实对称矩阵.作射影变换 
(略去非零因子 A 不 写）： 



' ^1 " 


" 3^i " 


x f = 

# 

# 

# 

= T 

# 

# 

# 

~y n+l- 

=TY 


我们有 

/= XAX f = Y ( T f AT ) Y f 
= M 十 …+ y 2 P — W+i —…一 父 

= 畧 （：yi ，…， 3 Vh ). 

显然， PV (/) 与 PV ( g ) 射影 等价. 因为 PV (^) = PV ( — g ) ， 在上式中 
我们不妨设 p > r - p . 这样， P ( M )” 内任意一个射影二次曲面都与由 
方程 


y\ + ••- + y 2 P — y 2 P+ i — — y 2 r = o p — r ) 

所定义的某个射影二次代数曲面射影等价.在线性代数中已证明，上 
式中的 r ，/> 是射影变换的唯一不变量，故对不同的0，/>)，上面的方 
程定义出互不射影等价的射影二次代数曲面.这就把 P ( RY 中射影 



如令 n = 2，我们得到如下五个标准 方程： 

1) y 2 i+y 2 2 +yl = 0 ； 2) y 2 i+y 2 2 —yl = 0 ； 

3) yl+yl = 0- 9 4) yl—y 2 2 = 0 ； 

5) 3^i = 0. 

因此从射影几何观点看，射影平面内的射影二次曲线只有上述五类. 

在§ 1中，我们对平面上的二次曲线作了仿射分类，共有九种， 
其中椭圆，双曲线，抛物线的标准方程是 


^1 + ^2 _ 1 — 0 (贿圆）， 
yl — yl — I = 0 (双曲线）， 

W + a = o ( 抛物 线). 

如果我们将这些方程齐次化，得到的是 

yl yl ~ yl = y\ — y\ — y\ = y\ + yiy% = 0 . 

将第二个方程乘一 1，再重排变量次序(这相当于作一个射影变换）， 
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就变成第一个方程的形式.对第三个方程作射影变换 

^1 = Z 1 ^ y2 = Z 2 yz ~ Z 2 — Z Z > 

该方程化作 

z\ + z\ —— z\ = 0. 

这说明，在射影平面 P ( M ) 2 内，椭圆、双曲线、拋物线都合并为同一 
类射影二次曲线了.从直观上说，这是由于在普通几何平面内添加了 
无穷远直线，使双曲线及拋物线在无穷远处都“粘合”成“椭圆”.于 
是，在射影平面内，这三种二次曲线合并为一. 

习题二 


1. 在 P ( M ) 3 内定义子集 

V = { ( Aa 19 Aa 29 ^ a 39 Aa 4 ) \ Xa ^ ^ 0}. 

证明 V 与三维几何空间 M 3 中的点之间存在 一一 对应. F ( E ) 3 可以看 
做是在过 M 3 中原点（0,0,0)的所有直线上添加了无穷远点后所得到 
的扩充空间. 

2. 试将平面二次曲线的每个仿射等价类的标准方程齐次化，再 
作射影变换使成射影二次曲线的标准方程.指出平面上哪些仿射二 
次曲线在射影平面内合并为同一个射影等价类. 

3. 试列举出 P ( M ) 3 中射影二次曲面的所有等价类. 

4. 设/(々，々，々，:^二一之:^十心一 3: c 3 十 2: c 4 •试求 P ( F 3 ) 3 内 
PV (/) 的所有点. 



<第+ 二章张量积与外代数 

在前几章讨论线性代数理论时，我们都是讨论单个线性空间.但 
在许多理论与实际问题中还需要同时讨论多个线性空间，这类课题 
称为多 重线性代数. 本章的内容是介绍多重线性代数的一些基础知 

识. 

§1多重线性映射 

在展开多重线性代数理论之前，我们需要一些基本知识，下面对 
此作一简要的阐述. 

1. 线性空间的对偶空间 

设 F 是域 K 上的线性空间，在第五章§ 1我们已经介绍过 F 上 
线性函数 /( a ) 的概念，它是 V 到 K 上一维线性空间 K 的一个线性 
映射.因此，第四章§ 3所阐述的线性映射的基本理论对 F 上线性函 
数也适用.在这里再把要点作一概述. 

1) 设 F 是 K 上 n 维线性空间，在 F 内取定一组基&々，•••，£„， 
那么我们有如下两条基本 性质： 

( i ) F 内任一线性函数 / U ) 由它在此组基处函数值 /( £l )， 
/ U 2 )， …， /(£„) 唯一 决定； 

( ii ) 任给 K 内 n 个元素…，^，则存在 F 内唯一的线性函 
数 /( a ) ，使 /(€ V )=<2,(/ = 1 ，2,… ， w ). 

2) 设 F 内全体线性函数所成的集合记为，则在内有加法 
A 与 K 中元素々的数乘，其定义 如下： 

( i ) /，发贝 IJ 

(/ + 貧） O) = /O) + g(a )； 

go fev\keK,m 
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(々/)⑷=々/(«)• 

关于上述加法、数乘组成 K 上的线性空间，称为 F 的对偶 空间. 
现设 V 是 K 上的 n 维线性空间.在 F 内取基 

^1，広2，•••，€”• 

我们可以定义 V 内 n 个线性函数 

/«(£>) = Sij (“ j = 1 ， 2,… ， w) (1) 

(按照上面所指出的线性函数的两条基本性质， /( a ) 是存在而且唯 
一 的).我们来证明这 n 个线性函数 

/ iO )，/ 2 ( a ) ，•••，/„(>) 

组成的一 组基. 

1) / mA ， …， A 线性无关.设 

^ i / i ( a ) + 々 2 / 2 (。）+ …+ k n f n ( a ) = 0, 

上式表示以 F 中任一 a 代入等式均成立.现以 a = £ j 代入，由 （1) 式 
可知有 

kj = kjf j(£j) = 0 (j = 1 ， 2 ,… ， n), 

这就证明了力，/ 2 ，…，/„是线性无 关的. 

2) 再证任一 /G 均可被义，/ 2 ，…，人线性表示.设 

/(^i) = d \ > /O2) = a 2 ， … ， /(e n ) = a n . 

考查 

f (a) = aifi(a) + a 2 /2( a ) + … + ^nfn( a )» 

因为是一线性空间，内的向量 h ， f 2 , …， f n 的线性组合 
再由 （ 1 ) 式，有 * 

f ( Sj ) = ajfj (£ j ) = aj = /( e )) (j = 1 ，2,… ， n ), 

根据线性函数的基本性质，有 7( a ) 三 /( a )， 故 

f (^) = ciifi ( a ) + a 2 / 2 ( a ) + …+ a n f n ( a ). 

定义 在 F 内取定一组基 ei ， e 2 ，…，^则由 （1) 式所定义的力， 
ft ，…， / n 构成 V * 的一组基，称这组基为 V 内^ ， e 2 ，…， e „ 这组基的 

对偶基. 

从上面的分析可知，也是数域 K 上的 n 维线性空间.因为 
dimF *= dimF ， 所以 V * 和 V 是同构的线性空间. 




§ 1 多重线性映射 255 


现对任意定义上一个函数 ( f * 到尺的一个映射）如 
下： 〆 （/)=/(«) ex . 我 们有： 

1) \/ f, g ev* , 

a * Cf + g ) = ( f + g ) M = f ( a )+ g ( a )= a * (/) + a * ( g )； 

2) V feV*，keK〆 ( kf )= kf ( a )= ka ^ (/)• 

这表明《*是 V * 上的一个线性函数，即 〆 

这样，我们得到 F 到广的一个映射 〃， 即.我们来 
证明 a 是 K 上线性空间 F ， （F * 广之间的线性 映射： 

1) V a ,^ GF , a(a + ^)(/) = (a + ^) *(/)=/(« + /?)-/( a ) + 

/( 卢) = 〆 （/) +卢* (/) = ( 〆 十卢 *)(/)( 这里利用了 （ F * )* 内的加法 
定义）= ( 〆 《)+ 〆 #))(/) (V / GF *) •故 

2) V aeV , keK , a ( ka )( f ) = ( ka )^ ( f )= f ( ka )= kf ( a ) = 

ka ^( f ) = { ka { a ) ) (/) (V /e V * ) ，故 a { ka )= ka { a ). 

现设 F 是 K 上 n 维线性空间，于是 F* ， （F * ) * 也都是 K 上的 n 
维线性空间.在 F 上取定一组基，…， e „， 设它在内的对偶基 
为/1，/ 2 ，〜，/«，此时我们有 

〜*(/))= />(£>) = 8 ij ( i 9 j = l ，2 r "， w ). 

这表明<，<，•••，<是 F 内一组基 /^ A ， …， A 在 （ F *)* 内的对 
偶基而 a (£ i )= e * (f = l ，2,…， w ) ，于是 a 把 V 的一组基 ， e 2 , …， e „ 

映射为( V *)*的一组基<，<，•••，<，这表明 J 是 F 到 （ F *)* 的一 
个线性空间同构(很容易证明此时〃必为单射又为满射，具体推理留 
给读者作为练 习）. 

2. 多重线性映射 

现在，我们对第四章§ 3所阐述的线性映射的概念作一个推广. 
首先介绍一个名词.设，…， A 是々 个非空集合，定义一个新 
集合 如下： 

Ai X A 2 X ••• X A k = {(<2i ， <2 2 , … ， a 是 ） |a z G A { ). 

这个新的集合称为集 合耒， A 2 ，…， A 的 笛卡儿乘积. 

定义设，…是域尺上的线性空间.又设/是从笛卡 
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儿乘积 KX … XK 到 W 的一个集合间的映射，满足如下 条件： 对 
任意及任意，有 

f(a l9 -- 9 Xa { + y a k) 

= A/Oi ， … ，％， … ， q ) 十 /if («! , ••• ,^ r , ••• 9 a k ), 

即映射 / 对每个变元^ e w 来说都是线性的，则称/是从 a x … x 
h 到 w 的一个 多线性映射. 当々=2时，也称/是双 线性映射. 如果 
(看做尺上的一维线性空间），则称/为定义在集合 r x … x 
v k 上的 多线性函数. 而当 k = 2 时，就称/是定义在 ViXF 2 上的双 

线性函数. 

多线性映射（函数)有与线性映射（函数)类似的两条基本性质. 

1) 设6，…， h 是域 K 上有限维线性空间，在 K 内取一组基 

则多线性映射/由它在取定基下的作 
用 

/( e i /、， e 2! 2 ，…， e 〜） = ° V 2 … , A G ^ 

唯一决定. 

2) 在 W 内任取 WW 2 个向量（当 W = K 时为 iC 中 

个元素) a , Vrt ， 则存在 W XRX … XK 到 W 的唯一多线性映射/， 
使 

f ( € U l ， e 2i 2 ， … ，芑 ki k 、 = …^， 

jSM 6 = 1 ， 2 ， ••• ，化 ； z' 2 = l ， 2 ， ••• ,w 2 ? ••• ,“ = 1 ， 2, ••• 9 n k * 

这两条性质的证明与第四章 § 3 对线性映射同样性质的证明相 
同，此处不再重复. 

EWXKX - Xh 到 w 的全体多线性映射所成的集合为 
…，在其上定义加法及与 K 中元素々的数乘如 
下： 

1) 加法： 若 

(/ 十貧 ） Oi ， a 2 , … ， A) = /Oi ， a 2 , … ，々）十 g(a l9 a Z9 — 9 a k ) ； 

2) 数乘：若，…， FhWOwGK ， 则令 

0/)0! ， a 2 , … ，〜） = af (a 19 a 29 ^> 9 a k ). 

容易验证，关于上述加法、数乘，父 ( A ，％， …， h ，) 成为 K 上的线 
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性空间.当 W = K 时，我们简记此线性空间为 WhR ，…， R )， 它 
是定义在上全体多线性函数所组成的 K 上线性空 

间. 

命题 1.1 设是域 K 上的 m 维线性空间， F 是 K 上的72维 
线性空间.在 U 内取一组基，…， e w ， 在 F 内取一组基^，化，…， 
Vn ， 定义 U 乂 V 上双线性函数/"0,卢 ） （f = l ，2, …，…， w ) 

如下： 

fijkk ，％、 = 谷 ik 谷 ji ik = l ，2，."， m ;/ = l ，2 r "， w )， (2) 

则 {/〆 《， /?)} 组成 707 ， F) 的一 组基 . 

证根据上面指出的多线性映射的两条基本性质可知满足命题 
要求的双线性函数是存在唯一的. 

( i ) A , 为707，10内线性无关向量组.因若有 

m n 

22^0,夕） = ° - 

r_=l )=1 

令 a = e k9 ^=r/ l 代入，由 （ 2 ) 式得 < 2 以 = 0 ,这里 k = \ ,2, ••- ,m；/ = l,2, 

… ， rt, 

GO 任给 /( a ，/?) ey «7， F ) ，设 f(e k9 r/ l )=a kl . 定义 UXV 上一 
双线性函数 

m n 

f (a 9 ^) = 2 乏 > 。 /"0 ，/?)， 

i = l >=1 

则由 （2) 式知歹(^，7/)=似=/(以，7山根据多线性映射的基本性质 

知 /( a ,/?)^7( a ,/?) ，从而/可被 {/,)} 线性表示. ■ 

给定域尺上线性空间 t /， F ， 取<^/，/^匕我们定义『 XF * 
上的函数 如下： 

咖 ，/?)(/，《)= «*(/)/?* ( 貧） 

= /(«)〆/?) (\/ feu* 9g ev*). 

显然有 

1) (p(a 9 j3) (A/i + ^/ 2 ,^) = (A/i + ^/ 2 ) («)^(/?) 

= ^fi(a)g(^)+juf 2 (a)g(l3) 

= Af(a,/?) (/ x yg)+/u<p(a 9 ^)(f 2 ,g); 

2) f(a,/?) (/ ^Xgi + juLg z ) = X(p{a,P) (/ ,gi)+ju<p(a,^) (/ 9 g 2 ). 
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这表明 〆 《，/?)为 tr XF * 上的双线性函数，就是说扒 a ， 幻 e 
父 or ， f *) •于是 9 定义了如下 映射： 

(f>iU 乂 V 一 ^07* ， F*) 

O ，/?) f («,/?). 

命题 1 . 2 记号 如上. 〆 《，/?) 为 UXF 到 K 上线性空间 
父 ( XT ， F *) 的双线性 映射. 如果 e l 9 e 29 -, e m ^ U 的一组基，仏，％， 
… ，Vn 为 V 的一组基，则 ( p (£ i ^ j ) (f = 1 ， 2 ,…， = 1 ， 2 ,…， w ) 为 
9 f ( XT ， F *) 的一 组基. 

证 首先，我们有 

( i ) (/，《） =f + 

= A /( a 1 )^-(/?)+///( a 2 )^(^) 

= X ( p { ai ，/? )(/， 貧) +娜0 2 ，/?)(/，《） 

=(Af(«i ,/?)+^(a 2 >^))(/ yg) 

(v feu \ g evn . 

上式表明 f ( Aa 1 + / f / a 2 ,^) = Af(ai ,^)+// f ( a 2 ,^). 

( ii ) 同理有 f ( a , A/?i + ^/? 2 )= Af ( a ,/? i )+^ f ( a ,/? 2 ). 

这证明 〆 《，/?) 为 UXF 到 ^( U \ V ^ )的双线性 映射. 

现设 £ 19 £ 2 ,- 9 - 9 e m ^ t /* 的对偶基为 f\yf 2 y ••• >/ m ? U2, …， Vn 
在 V * 的对偶基为幻，心，…，心，则有 

= fk ^ dgiiVj ) = 

按命题1.1，即知{ 〆 £,，％)}组成 207*， F *) 的一 组基. ■ 


习题一 


1. 设 F 是三维几何空间，定义 VXF 到 V 的映射 

/： (a 9 b) \-^a X ft (向量叉乘）， 

证明/是一个双线性映射. 

2. 设 K 是一个域.定义 XM^OO 到 M^OO 的映射 

/： ( A y B ) h^AB (矩阵乘积），证明/是一个双线性 映射. 

, 嘈 、 

3. 设 K 是一个域. 定义 JCXPX … XK ” 到 K 的映射/: 
( a l 9 a 2 ^^ , a n ) det (% a 2 … O (以々，《 2 , …，〜 为列向量的 w 阶方 
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阵的行列式），证明/是一个多线性函数. 

4 . 设尺 是一个域.定义 XM „， m ( K ) 到尺 的映射/: 
( A 9 B ) h ^ Tr ( AB ), 证明 / 是一个双线性函数. 

5. 设尺是一个域•在 M „( iO 内取基 {£ 0 U = 1，2, …， w ;>7 _=1，2, 

…，《}，试求它在内的对 偶基. 

6•设尺是一 个域. 试求 ^ fdM m ， AK ) ， M ^ (尺 ）） 的一 组基. 

7. 试找出 （ F 3 4 )* 及父 （ F 2 3 ， F 3 2 ) 的一 组基. 

§2线性空间的张量积 

本节介绍多重线性代数中一个重要的基本概念. 

1. 张量积的定义 

定义 设是域 K 上的线性空间.如果存在 UXF 到 W 
的双线性映射％使对于 UXF 到 K 上任意线性空间 P 的任意双线 
性映射/，都存在 W 到尸的唯一线性映射 r ， 使下图 交换： 


UXV 



亦即/=呼，那么 W 及双线性映射 P 所成的二元组( V ，的称为 V 与 

V 的一个张 量积. 

上面的定义是以抽象的形式出现的，在本书中将对 U 9 V 为有限 
维线性空间的情况作详细讨论.我们首先证明张量积在同构的意义 
下是唯一的. 

命题 2. 1 设 t /， V 是域 K 上的线性空间.如果 （ W ， f ) 和 
， 〆 ）是 U 9 V 的两个张量积，则存在 W 到的唯一线性空间同 
构 r ， 使下图 交换： 


UXV 
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亦即 IT = rW ) ，，=呼，从而 GT ， 〆 ） = { r ( W ), r ( p ). 

证按张量积的定义，有 W 到 V 的唯一线性映射 r ， 使下图交 
换： 


UXV - 2 - 



亦即 〆 =%只需证 r 为线性空间同构.因为 OT ， 〆 ）也是的 
张量积，所以应有 1 T 到 W 的线性映射 〆 ，使 < p = T f < p f . 于是我们有 CP 
= T f ( z ^ p ) = ( z 1 t ) 再观察 下图： 


UXV - 2 - 



它表示 W 到'^ 的线性映射〆 r 使上图交换.但 W 内恒等映射 icV 
显然也使上图 交换： < p =^ w < p - 由张量积的定义，从 W 到V，且 
使上图交换的线性映射是唯一的，从而知 T f z = id w . 

同理，由于又有^ = ，考查下图 


UXV -^- 



可知应有 TT f = id w >. 

综合上面两方面结果知 r 可逆，即 r 为 W 到 V 的线性空间同 
构，且 叩 I 

今后我们用 U0V 来表示 U 与 F 的唯一张量积（在同构意义 
T )( w 9 < p ). 这时，对任意〜 t ；) 记做 u ® v . 我们有下面 

简单性质： 

1 ) (aiui+a 2 u 2 )®v = <p(aiui+a2u 2 9v) 

= ai<p(ui 9 v) +a 2 <p(u 2 ， v) 

= aiUi®v+a 2 u 2 ®v ; 

2) u® {biVi -\-b 2 V 2 ) =b\u®vi +b 2 u®v 2 ; 

3) aiu®v) = iau)®v = u®{av) (V a ^： K). 
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对域 K 上任意两个线性空间 t /， F ， 张量积 U ® V 是否都存在 
呢？回答是肯定的.但我们这里将只对为有限维线性空间来证 
明其张量积的存在性. 

命题 2. 2设是域 K 上的有限维线性空间，在 U 中取一 
组基，…，，在 V 中取一组基 7 i ，72, 如果存在 UXF 到 
K 上线性空间的双线性映射 中，使(屮(4,7 /》 \i = l 9 2 9 9 ^ ^ m；j = l 9 
2,…， W 成为 W 的一组基，则 ( W ， 妁为 U 与 F 的一个张 量积. 

证设有 UXF 到 K 上线性空间尸的双线性映射 /. 我们来证 
明： 存在 W 到尸的唯一线性映射 r ， 使/= 呼因 叫= 9^，％)为1^ 
的一组基，按第四章命题 3. 6,只需定义 r ( t ^)=/( e ,， 7 ,) e 尸，则 r 
为 w 到尸的一个线性映射.此时，对任意 eeu ， r / ev ， 有 

m n 

e = 2响，? = 2 ㈣ ， 

i=l )=1 

那么，由于 r ， p 的线性性质，我们有 

I m n \ m n 

r ^( e ，7)= m , X ) ㈣ 卜 2 ，％) 

' * = 1 j=l 1 i=l )=1 

m n m n 

=y^j = yy^aibJXe^rj/) 

i=l ； = 1 1 = 1 )=1 

= /( 念邮，金 ㈣ =/( e ，7). 

\ 1 = 1 )=1 1 

这表明 f = r < p . 现设又有 W 到尸的线性映射 〆 ，使 /= r > ，则 
T f (Wij)=T f (〆£, , 7>) ) = (r f <p) (e { y rjj)=f (e f ， ％ ) = r (叫 ) • 现在按第四 

章命题 3. 6，因 r 与 〆 在 W 的一组基{取, } 处作用相同，故 〆 = r . 根据 
张量积的定义，即知( V ，矽为 U 与 F 的一个张量积. ■ 

推论设 U 9 V 是域 K 上的有限维线性空间.令 W = ^ f ( U * 9 
F *)， 又知 〆 《，卢）为命题 1.2 中的 UXF 到 W 的双线性映射，则 
为 U 与 F 的一个张量积.如设 W "， e m % U 的一组基，％， 
V2, …， Vn 为 V 的一组基，则 …， 

… ， n ) 为 U®V = W 的一组基，从而 

dim ( L ^ ® V ) = (dimLO ( dimF ). 

证由命题 1.2 及命题 2. 2 即知结论成立. ■ 
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这样，对有限维线性空间，其张量积的存在性已获证明.特别是， 
如( V ，的为上述张量积，则 p 为 UXF 到 W = U ® V 的双线性映射， 
且 P 的像集 pO / XV ) 中包含 U ® V 的一组基，于是 U ® V 中任意向 


量可表为 ^ X / XF ) 中有限向量的线性 组合： 

k k 

^aiCuj (X) 2 ^ a i u i) ® v i = 

♦ 屬 •麴 


k 

/ =i 


(其中 W 但注意 p 并非 t / xF 到 u ® v 的满射，故 u ③ 

f 中向量不一定都是 m ③ t ； 的形式.特别要注意 ，③ v 

中向量表成&③ r 形状的向量的线性组合时，其表法一般是不唯一 

的. 


另外还需提请读者注意，当时，在张量积 u ® u 中，向量 
，仏 eu ) —般不等于 仏③ A ，这是因为 t / xu 到 u ® u 的双 

线性映射 P 并不具有对称性 ， sp 

U\^)U2 = ^ pCu \ y U2 ) ' = ^ z (p(^U2 ， Ml ) = U2^)U\, 

下面是张量积的一个基本性质. 

命题 2. 3设 U 9 V 9 W 是域 K 上的有限维线性空间.我们有如 
下结果： 

G ) 存在到 v ® u 的一个线性空间同构〜使对任意 “e 
U ， t；G V ，有 o { u ® v ) = v ® u . 

( ii ) 存在 U ③ ( F ③ W ) 到 0/ ③ TO ③ W 的一个线性空间同构 r ， 
使对任意 aet /， z ； eF ， te；e w ， 有 

t(u ® (t; (X) w)) = (m (X) t;) (X) zv. 

证 在中取一组基 £ i ，£2, …，“，在 V 中取一组基 7 l ，％，…， 
7«，在 W 中取一组基 叫 ，⑴ 2 ，"•，叫 • 则为 U ® V 的一组基，而 

为 V ® U 的一组基.按第四章命题 3. 6,存在 U ③ V 到 V®U 
的线性空间同构 a ，使 a ( e t ( X )7>) = Vj® e i (/ = 1，2，…， m ; = 1，2，…， 
n ). 此时对任意 aet /， z ； eF ， 有 

m n 

U = v = 2 ㈣ ， 

爹 • 1 • 1 

按张量积的基本性质，有* J 

讲 V / 、 w \ \ 

1=1 1 ' J =1 11 
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I m n \ m • n 

= 。22响 ® Vj = 22 apjO^Ei ( X ) Tjj ) 

' i=l 尸 1 1 i=l 尸 1 

m n I n \ I m \ 

=a i^j 7 lj ® e i — ® ' ， y^i a i e i 

i = l )=1 ' )=1 1 ' i = l 

= t ； ( X ) 

同样，现在 {e t . ® ( 7) ③取 ）} (/= 1 ， 2 ，…， m; j = 1 ， 2 ，…， w; Z = 1 ， 2 ， 
…，々)为 U ③ ( F ( gW ) 的一组基，而 {( e , ③ 7 ,) ③取}为 《7® F )( gW 的 
一组基，定义 U ③ ( F ③ W ) 到 0 /③ F ) ③ W 的线性空间同构 

® (7> ®^)) = ( e { ( X ) 7；) ® 

则 r 即为所求. ■ 

如设到 U ® V 的双线性映射为％又定义 UXF 到 V®U 
的映射 fiu ， v 、= v®uQi u ^ zU ^ v ^： V ) ,由张量积的性质知/为双线 
性映射，且/(£/，％) =7,③&为 V ® U 的一组基，按命题 2. 2 AV ® U 9 
/) 也是 t/ 与 F 的一个张量积.又按命题 2. 3,有如下交 换图： 


[/XV- 


<p 


♦ u® V 




于是 (F ③ t/，/) = OTO/ ③ F)， 呼).因为张量积在同构意义下是唯一 
的，故 f ③③ y， 即两个线性空间的张量积可交换，且此时 v®u 
= u®vVi ueu 9 vev ). 但注意这里 u ③ f 与 v ® u 是两个不同的 
线性空间，〃⑧ t； 与③〃本来是分属这两个不同线性空间中的向量， 
只是在同构〃下把它们看做相同，所以 v®u = u ® v 并不是同一线性 
空间内交换次序，与上面所说的 U ③ U 内 u x ® u 2 ^ u 2 ® u x 并不矛盾. 

同样，在同构 r 下认为 t/®(F(X)^) = ( U ® V )® W 9 简单写成 U 
® y ® W . 此时 u ® 简单写成 u ® v ® w . 于是， 

我们可以有任意/个有限维线性空间 ，F 2 ，…，的张量积 Fi (X)F 2 
③…③，而且当 与 不同时 ③ = F ，•③ F , •而③… 
® V I 中任意向量均可表为形如％③③…③ K) 的向量的线 
性组合(但注意此时表法不是唯一的）. 
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2. 线性变换的张量积 

设 K ， f 2 是域尺 上两个有限维线性空间 9 a 9 b 分别是 w ， f 2 内 
的两个线性变换.定义到 Fi ( X ) F 2 的映射 g 如下 

g ： ( u 9 v ) l —Au ( X ) Bv (u ^ V 19 v V 2 ). 

g 显然是一个双线性映射.根据张量积的定义，存在上的唯 
一线性变换〃，使 < j ( u ® v )= Au ® Bv . 我们把^称为 A 与 B 的张量 
积，记做 A ® B . 于是 

A (^) B(u (^) v ) = Au ( X ) Bv (u G V i9 v ^ V 2 ). 

命题 2. 4 设义，^是 W 内的线性变换4，&是 F 2 内的线性变 
换，则 

( i ) ( A + A r ) = A ® B + A f ® B 9 
A ®( B + B f ) = A ® B + A ® B r ； 

( ii ) ( A ® B ) { A ® B ') = AA ! ® BB '. 

( iii ) 如 A 9 B 可逆，则 A ® B 也可逆，且 ( A ③忍广③ f 1 . 

证因为 W ( g ) y 2 中每个向量都可由型的向量线性表示， 
所以只要将上述等式两边都作用在〃③ t ; 上，证明所得结果相同就可 
以了.例如 

( A ® B )( A , = ( A ® B ) ( A f u ( X ) B ' v ) 

= AA!u ( X ) BB v = ( AA f ( X ) 

其他等式的证明留给读者作为练习 .I 

现在取定的一组基 ei , ••• 9 e m 9 V 2 的一组基 f \，…， f n * 又设 

d ” …，1讲）= 

(Bf\ ， … ， Bf n ) = (/i ，…， /„)( 召）. 

已知 Vi ® V 2 的一组基为 {& •⑧ /,} ，令 A =( aij ) 9 B = ( bij ) , M!j 

m n 

= {Aed ® iBf } ) = ^ ③ //• 

k=l 1=1 

如果约定 F !( X ) F 2 中这组基的排列次序是 

e\ ® /i ，…， q (X) f ny e 2 (X) /i ,e 2 ® f n » >e m (X) /i, ,e m (X) f n9 

则 A ® B 在这组基下的矩阵可表示为如下的分块 形式： 
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A®B 


_ 

以12万 
CI22B 


• •鲁 


• • • 


ClimB 
戊 2mB 




B 


mnXmn 


A ® B 称为矩阵 A 与矩阵 B 的张量积.显然，命题 2. 4 所列举的线性 
变换张量积的几条性质可以平行地推到矩阵的张量积上，此处不再 
重复罗列了. 


习题二 

1 . 设 K 和 F 2 是实数域上的两个有限维线性空间.如果， 
r G V2 ，而 u®v = 0,证明 m = 0 或 v = 0. 

2 . 设 a 和 y 2 是实数域上的两个有限维线性空间，{^}, {/,} 分 
别是 W 和 F 2 的一组基(设 dimF ^ dim ^ 都 >2 ). 证明 e ^ f .+ e ^ 
fl 不能写成 W ③ Vl ， t ； eF2 ) 的形式. 

3. 设心，1/ 2 是实数域上的线性空间，维数分别是2和 3. K 内 
线性变换 A 在基^ ， e 2 下的矩阵 a 和 f 2 内线性变换忍在基 H 
/ 3 下的矩阵 B 各为 






_ 1 

-1 

r 


"2 

— r 





A = 

• 3 

0 - 

, B = 

0 

3 

2 





-—5 

1 

2 - 


试写出 AB 在 F !( X ) F 2 的基 

e \f \ 9 e \f 2 9 e \f 1 9 e if \ 9 e if 1 > e if I 

下的矩阵. 

4. 设 A ， 忍分别是域 K 上有限维线性空间 V 内的两个线性变 
换.证明在内存在唯一的线性变换 A 。 忍 ，使 

(A 0 B) (u (^) v) = Bu ( X ) Av { u^v G V ). 

5. 设分别是复数域 C 上线性空间 A ，％ 内的线性变换， 
dimyi ^ m , dimV 2 = n . 如果 A 有 m 个互不相同的特征值 A 2 , ••• 

忍有 n 个互不相同的特征值内，•••，&.试求 A ® B 的全部特征值. 

6. 设 A 为域 K 上的 m 阶方阵， B 为域 K 上的 n 阶方阵.证 明: 

( l ) A(gXB 与 相似； （2) \ A ® B \=\ A\ n - \ B \ m . 
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§3张 量 

在这一节里，我们利用向量空间张量积的概念来阐述各种类型 
的张量. 

1. 张量的基本概念 

在讨论张量及其运算时，将出现许多和式.为了简单起见，在张 
量理论里通常采用一种特殊的记号来表示一个和式.在一般数学式 
子中，和号表示为 

n 

= a x b x + a 2 & + …十 a n b n . 

i=l 

而在张量理论中，将某一个量(例如的下角标改为上角标，写成 i 
(注意这不是 a 的/次方），同时省略和号，即令 

a!bi = a l bi + a 2 b 2 + ••• + a n b n . 

在下面，我们将使用这种特殊记号.读者应当记住，在本节的一个式 
子中，凡是一个角标 G ，） 等等）同时出现，且一个是上角标一个是下 
角标，那就意味着将该式对此角标的所有可能值求和，而和号不再写 

出. 

现在设 F 是域 K 上的 n 维线性空间，^，…，和％，…，仏是 V 
的两组基，且 

…， Vn) = 

按照上面的记号，我们将过渡矩阵: r 写成 



于是有 

现在考查 F 的对偶空间 F ' £ l ，…，£„在 F * 的对偶基记为尸， 
…，/%此时有尸 ( ej )= dij . 7 i ，…，在 V * 的对偶基记为 g 1 ，…， 〆 ， 
贝 1 J 有如果设 




( 〆 ，•••， 〆 ）= (尸， … ，尸 )5, 
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此时 S 应写成 







• •鲁 


s 


71 

n - 


而 g t = s k f k . 现在以 7 ,代入 〆 (《)，得 

古 ij = ^(7>) = S k f k (7 lj ) = s \ f k ( t l j £ i ) 

= s k t l jf k { ei ) = s^jdki = s k t k j . 

上面的式子表示 S'T = E . 于是 S ={ V )~\ 此时有 7^ =五，由此推 
知 As 、= S ir 这给出了 F 内基变换和内基变换之间的关系，可概 
括 如下： 

1) 7=，^，而 e i = s^Vky 

2) 〆 =•^尸，而 f i = t \ g k , 

对任意设 


我们有 


a = xUi = y J 7/j. 


x l Ei = x l ( 5 , ^k) = s i 工 1 Vk = y^Vk* 

由此得到 F 内的坐标变换 公式： y j = s ^ x \ 

现在考查 

v ® … ®y = y (^). 

它有相应的两 组基： 

h ® … ® % (〖1， …，〖/»分别取值 l ，2 r "， w ); 

V 、® … ® Vj p Qj\， …， jp 分别取值 l ，2，〜， w ). 

对于 V (/>) 内任意向量《，它在这两组基下的坐标分别设为 

o ^= a : 112 ...' ® e, 2 ® …③ 

=® 7) 2 ③… ® V 
将 F 内的基变换公式代入上式，得 
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i ③％③…③％ 

=③…③ ( 5 ^ 7 ^) 

= ♦ K 〜 V 2 ..、(7, 1 ③7, 2 ③…③7々). 


于是我们得到 a 在两组不同基下的坐标的变换 关系： 

r l l 2 l p 

在V内取定一组基 Q ，…，。让它对应于域尺内一组元素 



{ a l，2 '" tp \ i 1 ， i 2 , …， ip 分别取值 1，2,…， w }. 

如果这组元素随 F 内的基变换 e t =5^ 而按公式 （1) 变换时，就称它 
为 F 上的一个/> 秩逆变张量. 从上面的讨论可知，一个/>秩逆变张 
量实际上是 V (/>) 内一个向量在取定的一组基、③…③〜下的坐 
标.当基变换时，其坐标按公式 (1) 变换. " 

下面考查的张量积 

/ \ 

V* (X)… (g)y* = V*(g). 

对于 Q ) 内任意向量/，它在 F * Q ) 的两组基 

尸 1 ③尸 2 ® … ® /〜 （h ，…，^7分别取值1，2,…， w ) ， 

貧’ 1 ③ 〆 2 ③… ® P ( ji ，乂，…，人分别取值1，2,…， w ) 

下的坐标分别设为 

/= b { .... 尸 1 ③/ ,2 ③…③/ ,9 

12 q 


=… jq g h ③〆 2 ③" 

现在将内基变换公式 f = t \ g k 代入，得 


® g Jq - 


k ...,/ 1 ③尸 2 ③ 


• • • 


® f 、 = b ( 亡 ; 1 〆 1 )③…③ it)g 3q ) 

l V2 X q J l J q 


试 … AW〆 1 ③〆 2 ③ 


• •鲁 


® g j< 0 • 


于是我们得到 / 在两组不同基下的坐标 关系: 


b 


hh … jq 




(2) 


取定内一 组基： /\…，/%让它对应于域 K 内一组元素 

\ i \， h ，… “q 分别取值 1，2,…， w } ， 

12 q 



如果这组元素随内的基变换 f l = t \ g k 而按公式 (2) 变换时，就称 
它为 V 上的一个 g 秩协变张量. 从上面的讨论可知，一个 g 秩协变张 
量实际上是 F * ( g ) 内一个向量在取定的一组基广③…③/ 9 下的坐 
标.当基变换时，其坐标按公式 (2) 变换. 

最后，我们来考查张量积它有两组基 

•③… ③.③/^ ® …③/々 
1 P 

( iw ， ip ， j\，."jq 分别取值 1，…，”）， 

%③…③③ 〆 1 ③…③沪 9 

d ，…&，“，•••，々分别取值1，…， w ). 

F (/>) ③内一个向量可表示成 

③…③£,③尸 1 ③…③ A 

hh^Jq 1 p 

= KOVk ' ③…③③沪 1 ③…③ 

l V2 L q 1 p 

在基变换 匕= 5、，广=心 1 飞，有 

- k \ k 2 k p _ v. (3) 

l l L 2- L q 1 P 1 l q W.Jq 

域尺内一组元素 {^j Zj Ul ， … ， ip ， jv ， jq 分别取值 1 ，…， w } 在 

F 和的上述基变换下按公式 (3) 变换时，就称它为 F 上的一个户 
秩逆变， g 秩协变的混 合张量 ，或简称为(/ >， g ) 型张量. 从上面的讨论 


可知，一个(/ >， g ) 型混合张量实际上就是张量积7 ( p )® V * ( g ) 内一 
个向量在基 &③… ( SK . ③尸 1 ③…③尸 9 下的坐标. 

1 P 

2. 张量的加法和乘法 


下面我们介绍张量的两种基本运算. 

1) 加法. 

给定两个(/ >， g ) 型 张量： 和(，定义 

^***> = d v '' ip + A...V ， 

， r . j q 乃…心 乃…心 

称为两个张量的和.显然，这相当于在 f (/>) ③ yvw 内两个向量相 
加.所以，两个(/>旧)型张量的和仍是一个(/>~)型 张量. 

2) 乘法. 
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给定一个型张量 O 把它看做张量积② f Q) 内 

J l J q 

向量《 在基& ②… (Ek. ②产②…②尸下的 坐标; 又给定一个 (r， 5 ) 型 

1 P 

张量，把它看做 V(r) ② V* (5) 内一个向量卢在基\②…②\② 

Z 1 ②…②产下的坐标.我们考查张量积（注意两不同线性空间张量 
积可交换） 

P +/项 9+/项 

( y { p )® v *{ q ))® ( y ( r )® y * w ) = y ® … ® y ® y * ® … ® V -. 
它里面有一组基为 

\ ® … ® q (gK ® … ® q ® 尸 i ® … ® 乃 ® 乃 ® … ® /《 

1 p 1 r 


我们有 


G’1 ， … ， i/) ，々 l ， … ， Ul ， … ， jq ， h ，…， A = 1 ， 2,… ， w). 


( 4 ) 


a ® 卜 (4:/ e ,. ②…② q .②产②…②尸0 

y i ■^丄 p 

® iO ® ... (EK ② / z i ②…② /《) 

1 f 上 广 

= a X :: •於::：， i r s \ ②… ② ％ ® s ②…② ' 

® 尸 1 ②…②尸 9 ② / Z1 ②…②八 

我们定义 


C jr •仏… ! s 



称它为两个张量和办 ㈡ 的 乘积. o 张量积 


( V ( p )® V ( r )) ® ( V ^ ( q ) ( s )) = V(p + r ) ® V^(q + s ) 


内一 ^ 个向量在所取定的基 (4) 下的坐标，所以它是一^个(/ > + r，g + 5) 
型的张量. 


上面我们介绍了张量的概念和两种简单的张量运算.张量是几 
何学、力学、物理学中常用的工具，对它们的进一步讨论留待今后具 
体运用时再进行. 


习 




1. 设V是一个72维欧氏空间，证明对V的任一组基&，•••，£„， 
存在V的另一组基 y 1 ，…，矿，使（&，7^)=谷小 7 1 ，…，7” 称为 £l ，•••，€；« 
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的对偶基. 

2. 续上题.设 V 内另一组基 £!，-,£„, 其对偶基为 7，…，7 .令 

(£!，— ,£„) = (€” … ， e n )T ， 

Oj 1 ，…， 甲） = (7i ， …， 

试找出矩阵 T 与 S 的关系. 

3. 续上题.设在张量积空间 V (/ >+ g ) 内取定两组基 

£,•②… (HK •②妁②…② 0 ， 、②…② I ②歹 1 ® …②7、 

1 P 1 P 

试求 V (/>+ g ) 内一个向量在这两组基下坐标之间的变换关系. 

§4外代数 

本节的内容是阐述在分析、几何、代数三个方面都很重要的概 
念： 外代数.在前面几章中，我们研究了线性空间的理论.在当时曾 
一再 指出： 线性空间涉及两种运算， S 卩加法和数乘，但是在其中向量 
与向量之间没有乘法运算.而实际上，在许多理论与实际问题中都需 
要把线性空间中的这一不足之处给于适当的弥补，即根据需要，在线 
性空间的向量之间定义某种乘法运算，使之成为一类新的代数系统. 
在我们已经学习过的知识中，已经有这样的例子.比如域尺上全体 n 
阶方阵所成的集合(尺），关于矩阵加法与数乘它是域尺上的线 
性空间，同时其中的向量，即 K 上 n 阶方阵，却又有乘法运算.又比 
如三维几何空间是实数域上的三维线性空间，其中向量也有乘法运 
算，即向量之间的叉乘运算.本节所要介绍的外代数，就是在某些线 
性空间中定义向量之间的乘法运算(称为外积)使之成为一个新的代 
数系统——外代数. 

在第四章§ 2,我们引进了线性空间中子空间的直和的概念，这 
是在一个线性空间内部讨论其子空间的合并问题.现在我们需要介 
绍代数学中另一种重要方法，这就是把若干个(有限个或无限个)线 
性空间拼装成一个更大的新线性空间. 

设，…为域 K 上的线性空间，利用它们定义一个新集 


合 
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V = {( a 09 a l 9 a 29 '") G K ， 且仅有有限个不为 0}. 

在 V 的元素之间定义加法及尺中元素与 V 中元素的数乘 如下： 

1) 加法. 

( a 0 ，％，《2，…）+ ( A ) ， A ，卢2，… ） = ( a 0 + A)， a l + fil 9 a 2 + ^2 9 •••). 
显然，右边的表达式中仍然仅有有限个 + A 不为0,故它也是 V 中 
一个元素； 

2) 数乘. 

对任意令 

k ( a 09 a ly a 29 ---) = { ka 0 y ka ly ka 2 , — ). 

现在也仅有有限个不为0,故右边亦为 V 中元素. 

容易验证， V 关于上述运算成为尺上线性空间 • V 称为线性空 

间，…的 外直和. 

现在定义 K 到 V 的映射 如下： 

ex ： V { V 9 

a I—(0, … ， 0, a ，()，•••）• 

显然^是到 v 的线性映射，且为单射.我们今后 约定： 对任意 

def 

K ， 令 a — (0,…， 0， a ，0, …）.于是 K 成为 V 的子空间，那么，如果 
按第四章§ 2子空间直和的概念(在那里仅对有限个子空间给出直 
和的概念，但它显然对无限个子空间也成立，只要要求 V 中每个向 
量可唯一表为子空间中向量之和，且其中仅有有限个不为0即 
可），我们即知 V 为子空间心^:氺^…的直和.因而，我们记 

V = 心 ㊉ ^ ㊉ ％ ㊉ …= ® v { , 

/ = 0 

并简称 V 为 V 。， K ，…的 直和. 

在进入正题之前，我们先介绍一个一般的 概念： 

定义 设 V 是域尺上的线性空间，如果在 V 内定义了向量乘 
法运算，即定义一个映射 

V X F 一 V , 

0,卢） h - 水 

且满足如下运算 法则： 
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1) 对任意有 a (/?7) = (#)7; 

2) 对任意 a，/?eV 及 尺，有 ( Aa ) p = a ( A 3) = A (#) ; 

3) 对任意有 

a (/3 + 7) = «/? + «/, 

(« + /?)7 = «7 + ^7, 

则 V 称为域 K 上的一个线 性结合代数. 

例如，域尺上全体 n 阶方阵所成集合(尺)关于矩阵加法、数 
乘和乘法组成域 K 上一个线性结合代数.另一方面，三维空间全体 
向量所成集合关于向量加法、数乘和叉乘则不构成线性结合代数，因 
为叉乘不满足结合律. 

下面开始讨论外代数的基础理论.请读者注意，本节中将仅讨论 
数域尺上的线性空间而不讨论一般域上的线性空间. 

定义 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间，又设 W 也是尺上的 
一个线性空间.从 

/ 、 

V X …X V 

到 W 的一个多线性映射/如果满足如下条件 

f ( a 19 ••- 9 a i 9 a t9 ••- 9 a r ) = 0 (i = 1,2,--- ,r — 1) 

(即第 zV + 1 两个变元取 V 内同一个向量~)，则称为一个 r 重交错 

映射. 

如果/是一个 r 重交错映射，那么我们有下列性质： 

性质 1 / (« 1 , ••- , a i9 ••-, a j9 ••- 9 a r ) = — f ( a Y , ••- , a j9 ••- , a { , ••- , 

〜） ，即交换 / 中两个变元的位置时应改变符号. 

证 首先证明交换相邻两个变元~ +1 时函数值反号.按交错 
映射的定义，有 

0= /(«!,-• 9 a { + o ( i + l 9 a { + a i+l9 — 9 a r ) 

= f ( a l9 — y a i 9 a i9 — 9 a r ) + / Oi ，…， A ， A + i ，…， 《 r ) 

+ /(&，•• y a i + 19 a i9 ••- ， a r ) + /(% ，… 9 a i + 19 a i+1 , ••- ， a r ) 

=/ Oi ，…， ^， A + 1 ， …， a r ) + /(«!,-•• 9 a i+1 ,«, ,••• 9 a r ). 

移项后即得 

/(«!»••• 9 a i 9 a i+19 ••- 9 a r ) =— /(々，••• 9 a i + 1 ，〜 ，… ， a r ). 
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对于交换(设〗<))两个变元的情况，可由逐次交换相邻两 
变兀位置 () 一 0 + ( 7 一 i 一 1 ) = 2 ( 7 一 z ) 一 1次来 实现. 每次交换函数 
值都变号，共改变奇数次号，故最后两个函数值反号. ■ 

性质2如果/中两个变元取 V 中同一向量，则其函数值为零. 
证设 /( A ，…，〜）中化=七= 0；，则交换 a { , aj 位置时函数值应 
反号，但此时函数值实际上未变化，故必为零. ■ 

性质3当 r > w 时， r 重交错映射/(七，… , a r )=0. 

证在 V 中取一组基 £ i ， e 2 , 设 

n 

a i = 

>=1 

因/ ㈦ ，…， o 为多线性映射，我们有 

I n n \ 

/(%，•••，〜）=/ ，…，2 〜 r 气 

>1 = 1 >r=l 

n n 

= X ) … ， … ， £ 々 ）• 

>1 = 1 >r =1 

现在已知 r > n ， 故 h ’ j ” …， j r 中必有两个相同，按上述性质2,所有 
/(£ 々，£) 2 ，…， e Jr ) = 0. 从而 /(«! 9 a 29 ••- 9 a r ) = 0. | 

命/2={1，2,…， w }. 以仏表示 D 的一个包含 r 个元素的子集. 
显然，一共有 个这样的子集.对每个子集 

\ r I 

约定按自然数的大小排列其 次序： h < h 〈… < i ” 对于尺 上一个 r 
Xn 矩阵 A ， 取 A 的第 A ，£ 2 ，…， f r 列所组成的 rXr 矩阵记做 A ( a ). 
又用 | A ( a )| 表示它的行列式. 

对每个子集 a ， 考查集合 {1 ， … ， r } 到 a 的单射 a :々 \^ a { k ) G 
Or , 此时 CT (1)， …， cr ( r ) 为 a 内两两不同的元素，恰为 a 的元素的 

一个排列，它可写成如下 形式： 

1 2 ••• r " 

■a(l) <y{2) … (y(r)J 

排列 a(l V (2) … 〆 r ) 的反序数7\^0(1)<7(2)"^0))的奇偶性决定了 
〃的“符号”，即令 

sgn <7 = (— 1) . 
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如果 



那么，根据行列式的理论，我们有 

\ M ^ r ) I = U(sgn 幻〜⑴〜⑵⑺， 

a 

其中和号是对所有可能的映射〃求和. 

命题 4. 1设 F 是数域尺上的 n 维线性空间， ei ，是它的 
一组基又设/是 F X…XV到尺上线性空间 W 的一个 r 重交错映 
射.对于V内任意 r 个向量^，…，〜，设 

+ ^* 2 £ 2 + ••• + a in e n (i == 1,2, ••- ,r), 

而 (a 0 ) rX „. 则 

f(a 19 ••- 9 a r ) = 2 \A({2 r ) |/(e: 、， e: 2 ，…， q ) ， 

n r r 

其中和号是对所有可能的个子集仏={^，一，^}求和. 

证因为/是多线性的和交错的映射，利用多线性映射的性质 
以及交错映射的性质2,我们有 

n n 

/(〜，••• ， a r 、= D … ^ a lki --- a rk f (€ ki ，… 9 e k ) 

k^ = l A r =l 

n r 

上面第一个和号表示对所有可能的子集 a 求和，而第二个和号表示 
对一个固定的子集仏，让(心_"1)取 a 内元素的所有可能排列（共 
有 r! 项），然后求和.利用交错映射的性质1，我们有(设 a(l)=h， 

… J<y{r)=k r ) : 

/( 、， ••• ，久） =sgncr./(£•,...,£•) 

(其中以 \ A ({2 r ) I的展开式代入，得 

/Oi ， … ， a r ) = 2 \ A{n r ) 1/( 。， … ， e:. )• I 

V 1 r 

r 
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现在我们来指出，对每个正整数 r < n , r 重交错映射都存在.为 

n \ 

此，取一个 K 上的 维线性空间，记为•在内取定一 

r / 

组基，并且把每个子集 a 对应于一个基向量 7 ( a ). 对于 F 内任意 r 
个向量 «!»••• ，〜 ，设 


a , = + ••- + a in e n (i = 1，2, …，厂）. 

rX M 

我们定义 VX … XV 到&( V )的映射/ 如下： 

/O" … ， a r ) = ^ \ A{Q r ) \rj{Q r ) m (1) 

rX M 

命题 4 . 2 由 （ l ) 式所定义的映射/是，= 1 ^… xy 到 E r ( v ) 
的 r 重交错映射. 

证设对某个 〖，& = AP , + 〆 ,， 而 

A — ^i e i + + b n e n , 7 t = Ci^i + ••- + c n € n , 

令 


a n 

A = M?i + fjtc\ 

- ^rl 


a 


In 


• • • 


^bn + MCn 


a 


m 



… a ln 

• • 

■ 鳥 


汉 11 … d\n 

• • 

_ • 

A - 

w w 

• • 

… b n 

• • 

• • 

9 ^-2 = 

• • 

C\ … C n 

• • 

• • 


• • 

_a rl … 


• • 

_a rl … a m 一 


显然有 M ( a ) I =ai 4( a ) I + y | A 2 ( a ) I •代入 a ) 式，得 

/(% ，…， 從 • + ..,« r ) = 21^(^) 17(a) 

Q 


= A 2 \AiOr) 17 (a) + \A 2 (O r ) 17 (a) 

=A/ ( 汉 ” … ， A，".， a r) + 户/(汉1，…， l，•••，〜）• 
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所以/是 w 到的多线性映射. 

注意到如果^，…，^中有两个向量相同时，矩阵 a 有相应的两 
行相同，于是 I A ( a ) I = 0 ,故/是交错映射. | 

定义 对任意七，•••，〜€ v ， 由 a ) 式定义的/(^ ，…， 〜)称为这 
r 个向量的外积，记做力 A A …八〜 

于是外积有如下几条 性质： 

1) A … A (填+ /^ ) A …八 

=hi 八 … 八汉八 … 八 a r ~\~ jjLa\ t\ … tVYi t\ … t\ a” 

2) q …七 /\ …八 

=—A … A a) A … A a, A “• 八 a r . 

3) q 八 … 八 a! 八 … 八 a, 八 … 八 a r = 0. 

显然，上述三条性质是 r 重交错映射/的基本性质的直接推论. 
从⑴式又可以看出，对于 V 内预先取定的 基 £1 ，…，^有 

八 … 八〜 == f(e { ，•••，£: )= 7 ⑴ r). 

1 r 1 r 

命题 4. 3 设 7 h ， …， 7 是 V 内任一组基，则让，…，人}取 
MO 的所有 r 个元素的子集(力 <》<>•<人)时，集合 {' A …八7」 
组成 ^ ao 的一组基 • 

证 设 ( Q ，… ， e „) = (7 i ，…，7«)(~)，则 


I n \ 

rj ( Xl r 、= 、…\= 八 

r \ 々广 1 1 


I n \ 

A ^t k t y k 

r r r 

^ =1 


n 


n 


2 … ！ A … a v 


k 


k 


r 


顯广人） , A 


A 



x (— i ) 

Q r (W € 义 

由于 {7(^)} 是仏 （ V ) 的一组基，而 {% 八…八％ } 中向量个数为 


n 


r 




dim £ r ( V ) ，故它是的一组基 


当 r > w 时，从交错映射/的性质3,可知 / Oi ， … , a r ) = 0. 因而, 
对 r > n ， 我们约定 

八…八 a r = 0 6 E r ( V ). 

外积具有一个类似于张量积的重要性质. 
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命题 4. 4设 g 是从 V 到尺上线性空间 W 的一个交错映射， 
则存在^00到 W 的唯一线性映射〃，使下图 交换： 



证若 r > w ， 则 = {0} ，又 g 为零映射，故命题显然成立. 
下面设对于 V内取定的一组基 £i ， ••• ， e„. 已知 {' A … A e , 1^ 
< G < … <“ 组成的一组基，且 /(、 ，…， )=\八…八所 
以我们只要定义〃在这组基下的像就可以了.命 

八…八 A ) = g ( h '， …， &)• (2) 

1 r 1 r 

对于任意 《 i ， …， V ，设 

«« = + ••• + a in e n (i = 1 ， 2，•••，”）• 

我们有 

戊 / Oi ，•••，〜）=^( 2 |4(认）1/(〜，…， e ,)) 

a r r 

= \ A { Q r ) |a(e, 八…八 e,) 

V 1 r 

r 

= 2 \ A (0 r ) |《 O ti ，…，〜夕 =《 Oi ，… ， a r \ 

这说明由 （2) 式所定义的线性映射 cr 满足 g = a /， 故它使命题中的图 
交换. 

反之，任何满足命题要求的映射〃在的基处的作用要满 
足 （2) 式，而线性映射由它在一组基处的作用唯一决定，故 CT 是唯一 

的. ■ 

命题 4. 5 对于整数，存在 E r (V)XE s (Vm & +s (V) 的 
唯一双线性映射％使对任意&，…，及任意义，…， AGF ， 都有 
八…八 a r ， A 八…八 A ) = a \ t \ … 八八 A 八…八 A . 
证 取定七，…，定义尸到 £ r + i ( y ) 的映射 

g: (A ， -" ， A) 八 … 八 a r 八見八 . 八久 . 

这显然是一个 s 重交错映射.根据命题 4. 4,存在 E s ( V)m 的 

唯一线性映射 aOi ，…， a r )， 使 





crOi ， … ， a r )( 卢 i 八 … 八式 ）= ot' … 八 a r 八 A 八 … 八汉 . 
现在考查尺上线性空间 W = Uom(E s (V) ， £ r+i OO) ，显然，，…， 

我们定义 W 到 W 的映射 A 如下： 

AO ” …， 《 r ) = < j ( a 19 ••- 9 a r ). 

这显然是一个 r 重交错映射.再根据命题 4. 4,存在到 W 的唯 
一线性映射 r ， 使 Kq A … Aa r )= aOi ， …，〜)• 

现在定义 E r ( V ) XE s (Vm £+00的映射 如下： 

<p(x 9 y) = r(x)(y) (x G E r (V) 9 y G E S (V)). 

此时有(注意 \/xeE r (V) 9 T(x)eUom(E s (V) 9 E r+ 5 (V )))： 

(i) <p(XiXi~\-X 2 ^2 ^y) = t{X x xi + X 2 X 2 ) iy) 

=+ X 2 t { x2 )) {y) = {y) + (y) 

= Xi<p(xi ， 3 ； )+A 2 ^(j ： 2 ， : y). 

(ii) <p{xy Miyi + inyi ) = t(x) ( 约 : yi 十 /^ 力 ） 

= juit(x) (3；!) +/^ 2 r(x) iyi)=^\<pix^yx)-\- 

(iii) 八 … f\ot r ， H. !\ PsXot' /\ … △〜）（&△••• A A) 

= 〆 々，…， a r )( A 八… 八式） 

=«i A … AA A …八 A . 

故 P 满足命题的要求.由于八…八 e , } 和 { e 7 i 八…八\ } (“ <“<••• 
<夂;力<^<0"<^)分别是也00和£ 5 0/)的基，而满足命题要求的 
P 应当使 

A … A e , ，£々 A … A f ； ) A … A 、 A A … A e 人， 

故 9? 是唯一的. ■ 

现在我们作向量空间的直和，令£。00=尺，而 

E(V) = £。00 ㊉ &0 O ㊉ £ 2 ( F ) ㊉…. 

I \ 

由于 dim 尺=1, dimEr (V) = ( r ^ n ) , dimE r (V) = 0( r 〉”）， 故 

\ r I 

n I n \ 

dimE ( V ) = ^ =2”. 现在我们在 £( V ) 的向量间定义外积. 

r=0 \ 广 I 

1) 对于义€£。00，：^&00，定义 

A A x = x A X=Xx (r=0,1 ，…） • 

2) 对于1€&00,3；6瓦00，定义工八3^ = 900 )(见命题 
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4.5)，此处/^>1. 

3) 对于 

X = X。+ A + …+ A (x r G E r (V)) , 


定义 


: y = ： y。+ ：yi + … + ：yn (> G E r (V)), 


x Ay = z 0 +zi + ^^ Zn ^ 

其中 z k = 2 Xi ^ 

i+j=k 

根据命题 4.5, 对于 V 内三组向量化，…， a r ; ，…， p s ; >\，"-， 

A ， 有 

[( A 八…八 《 r ) 八 （ A 八…八 A )] 八 （ A 八…八 ') 

= ( a , A …八 《 r ) 八 [(AA - A A ) A(/i A …八 A )] 

=<h … 八 a r 八 A A …八 A 八 A 八…八 A . 

由此不难证明 £ GO 内的外积满足结合律.同时容易看出，外积满足 
分配律，即对任意工，3^€£00,有 

0 + 3；) !\z = x !\z + y l\z; 

x A (^ + ^) = -^ A ^ A 
另外，对任意 x , y eE ( V)R Aex ， 有 

(Ar) !\ y = x f\ W3;) = AO 八 j;). 

所以 EGO 组成一个数域 K 上的线性结合代数，称为 V 上的 外代数 

或 Grassmann 代数. 


习题四 

1. 设 A 是域 K 上的 n 阶反对称矩阵.证 明： 对于域 K 上的《 
维向量空间尺”，从 fxf 到尺的映射 （x，：ni — xMrcx,y e 

K \ 看做 《X1 矩阵)是一个交错映射. 

2. 设V是数域 K 上的 n 维线性空间 ，£i ，…， e„ 是它的一组基， A 

eK . 

(1) 证明从 W 到 K 存在唯一的交错映射 / a ， 使 

/a(A ，…， o = 人 

(2) 设 A 是从V”到 K 的唯一交错映射，使 
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/ iOi ，… ， e ”） = 1， 

而公是 P 到 K 的交错映射，使 

，…， O = X ^ K. 

证明 ^= A / i . 

3. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间， A 是 V 内的一个线性变 
换 . /是 W 到 K 的交错映射.又定义 V 到 K 的映射 g 如下： 

g(a 19 — 9 a n ) = f(Aa 19 — 9 Aa n ) (a 19 — 9 a n G V). 

证明 g 是一个交错映射. 

4. 设是数域 K 上的有限维线性空间， A 是 V 到 W 的一 
个线性映射.又设/是到 K 上线性空间 t ； 的交错映射，定义 V ” 
到 t / 的映射 g 如下： 

畧 Oi， …， O = /(Aa” … ， Aa„) (a l 9 •- 9 a n G V) t 

证明 g 是交错映射. 

5. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间， A 是 V 内的一个线性变 
换， A ，…，〜又设/是 W 到 K 上线性空间 W 的交错映射.证明 

f (Aa l9 — 9 Aa n ) = \A\f(a l 9 -- 9 a n ) 9 

其中 A 是 A 在 V 的某一组基下的矩阵. 



习题答案与提示 


Mr n . 

弟 /、 早 

习题 一 


3. (1) 子 . (2) 子 . (3) arccos — 

1 4 V 77 


6 •士 


-/26 


( _ 4,0, 一 1 ， 3). 


9. 7i 



(ei + es ) 


72 


VlO 


(£i _ 2e2 + 2e4 — £s) 


73 = 7(ei + £2 + £3 —£ 5 ). 


10. TJl 



(0，1，1，0,0)， 


2 


72 


-/ l 0 


( _ 2，1，一 1，2,0)， 


7 a 


V315 


13. (1) 7i 


(7,-6,6,13,5)- 


2 -1 





，0 


72 


4 


73 


30 
36 


-1 2 3 \ 

V 30 ' V 30 ^ V 30 / ^ 


39 


42 


33 


(2) 71 


^ V5670 ^5670 ^5670 ^5670/ 

1=， o ， 





f -2 


V2 


4 


73 


30 V30 V30 V^30 y 
! -2 2 -3 2 
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18. 将 A 的列向量组看做欧氏空间 R” 内的一组标准正交基，利用施密特正交化 
方法将其正交化再单位化. 

19. A 合同于单位 矩阵 ： A = 再对 B 使用第18题的结果. 

23. 利用积分公式 

r b b 

u(x)v Cn+l) (x)dx= \_uv M — u f v (n ~ l) + ••• + (— iyu (n) v^\ 

J a 

nb' 

+ ( - ir +1 u (n+v (x)v(x)dx. 


证明对 0 </< 々，有 

•1 

Pk(x)x l dx=0. 

J -l 

24. 因为 Po(x) ，/ Mx ) ， … ，* P „ Cr ) 是 R [ x ]„+ i 的一组正交基，有 

xP„(x) = b 0 P n+l (x) + biP n (x) + b 2 P n -i(x) + 

利用正交性决定上面系数 60 , 6062 .最后导出关系式 

(n + l)F n+1 (x) — ( 2 n + l)P n (x) + wP n _!(x) = 0. 
再由尸。 ( x ) = l ，尸 i ( x )= x 递推出尸; I ( X ) 的表达式. 


习题二 


S •对；2作数学归纳法，并利用第4题及第1题的结果. 


14. (1) T = 


3 


3 3 


(2) T = 


2 


-/Y 3 V ^5~ 


V ^5~ 3 
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(3) T 


2 


2 


(4) T 



3 



2 



6 


6 





6 


0 


2 



3 



6 


6 


0 


0 



(5) T = 




2 



6 




2 



6 


0 




6 


0 


0 



丄 
2 一 


15. (1) ^ 


工 1 = 了 : yi — 


oc 2 




^3 


工 3 = "T ： V1 + ~^yz — 


标准形： 一3^ + 23 ^ + 53^. 


( 2 ) 


工 l 



: yi + 



15 


yz—^ry^ 


oc 2 



: yi + 


4 



15 


yz~~^yz 



ocz 
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标 准形： 2 y 2 l -]- 2 yl — 7 yl . 


(3) 


工1 



^2 + 


2 



^4 


2 


OCz 



yi 


2 



^4 


尤3 



: yi + 



^3 


2 


x 4 



^1 



^3 


2 V 2 
标 准形： yi ^ yl ~ yl~yl 




标 准形： yl ~ Sy 2 2 — y 2 3 ^ 7 yl . 
19. (2) 存在正交矩阵 7 1 ， 使 




T^ l AT = D = 


0 


o 

a > o). 

A , - 


此时 r 一 1 ATTscr 一 1 ATycr 一 1 一 1 btct 一 1 •由 
此推出再推出 AB = BA . 

25. 只 要证： (A , X-A 0 X) , (A , X-AoX) = 0. 展开，再利用 A,A' 可交换. 

27. 利用25题及26题的结果或利用28 题. 

28. 利用第二章习题六第 11 题. 


习题三 

6. 当卢关0时，令 y =«— 利用不等式 a ，> o > o . 

24. 证明 AA *= BB * ,gp A 2 =B 2 , 利用第 19题. 

25. 当 A = B l U 1 成立时，有 AA* =Bl 利用第19,20两题. 
28 .令 A = Ai，B = ^,C=AiBi,JHiJ CC * =A 1 ' 1 (A5)Ai. 
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习题四 

6- 若及 a = Aa ， /?/?=；//?且0，/?)#0时，有； / = + • 

第七章 

习题一 

13. (3) 设 f = 0,则(7^)1疒= 0 ( V (尺 ）） •于是对一切五 ，山行 ） 列为 
1，其余元素为0的72阶方阵），利用穴£,,7^ = 0推出7\ = 0,即 T k = T' = 0. 

习题二 



11. 由第四章命题 4.7 知 A 的特征多项式为 


/( A ) = \XE - 7 J-IAE - 7 r | | A £ - L,\-\^E - L s \. 

故 /( A ) 的根均属于尺，于是 A 在某组基下矩阵成 Jordan 形，利用第 11 题证 
明 V = M ㊉ iV ， 且 N 为 A 的不变子空间 .A U 的特征多项式为 I A £ —A I . 
A U 的矩阵在 iV 的某一组基下的矩阵为 Jordan 形《/ 3 .于是在 V / M 内 A 的 
诱导变换的 Jordan 形也为*/ 3 ,由 Jordan 形的唯 一 性知 Jz = Ji . 

12. 充分性 考査 A 的 Jordan 形，由所给条件知其 Jordan 形必为对角矩阵.于 
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是 F 分解为 A 的不变子空间的直和 

F = F Ai ㊉㊉…㊉ 〜 

证明 （ VV ^) = 0 为此，取«关0，/?关0.令 M = 

L ( a ，_ A 的二维不变子空间，再对 M 使用定理中的条件知 (《，/?) = 0. 

13. 证明 F 与 G 有相同的 Jordan 标准形. 

第八章 


习题二 

9 .设/ '(< 2i ) = 0 (mod m \、 ， f 、 a2 ) = 0 (mod mz ). 利用中国剩余定理，有 a 三 
a \ (mod m \) , a = a 2 (mod m2 )， 则 /( a ) = 0 (mod mimz ). 

10 •令 

fix ) — (X —6i)“. Cr —=Co+ClX+“. -\-Cn-\x n ~ l . 

以 X = b t 代入，利用克莱姆法则解出 o . 以之证 /> k . 

11•设 /( JC ): 〆 -1 — 1 ( 当 pfl 时），利用 Fermat 小定理及第10题的结果，最 
后考查 x =0 的 情况. 


第九章 


1. (1) q ( x ) = 



习题 


Kx ) = -¥ x - 


(2) ^(x) =x 2 + x —1 ， r(x) = —5x+7. 

2. (1) p= — m 2 —1 ， q = m. 

(2) p = 2 — m 2 j q = l 或 m=0 ， p = q^l. 

3. (1) g(x) = 2x 4 -6x 3 + 13x 2 -39x+109, rCr) = — 327. 

(2) q(x)=x 2 — 2ix— (5 + 2i) , r(x) = —9 + 8i. 

4. (1) f (x) = (x — 1) 5 + 5(x — l) 4- h 10(x — l) 3 + 10(«r — l) 2 + 5(x — 1) + 1. 
(2) f\x) = (jc + 2) 4 — 8(x+2) 3_ h22(x+2) 2 — 24(x+2)+ 11. 


(3) f (x) = (x + i) 4 — 2i(x+i) 3 — (l + i)(:c + i) 2 — 5(x+i) + 7 + 5i. 
5. (1) {fix) ,g-(x))=x+l. 

(2) (/(x) ,^(x)) = l. 

(3) {fix) ,^(x))=x 2 —2 x—\. 
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6 * ( 1 ) m ( x ) = — x — 1 ， t ;( x )= jt4 - 2 . 

(2) m(x) = _-^- < r+ + ， z;(x) = ~|-x 2 —~|-x— 1. 

(3) m(x) = — x 一 1 ， v(x)=x 3 ^-x 2 - 3x — 2. 

IS 

7. t=—4 9 u = 0. 16* t=3 9 —~. 

4 

17. 4/> 3 + 27^ 2 = 0. 18. A=l ， 5= —2. 

21 . 将根与因式的关系应用于 72 次单位根. 

22 . 注意两个不为 1 的三次单位根都是 1 2 + 1+1 的根. 

t 

习题二 


1. 都不可约. 

提示： 对于 (3) 作替换1 = 3； + 1，再利用爱森斯坦判别法. 

(4) 和 （5) 仿上. 

2. 利用命题 2. 2,证明 / Cr ) 的实根重数必为 偶数. P + Ar + W 其中 p 2 ~ Aq < 0 ) 
可表为 (*3：+ 音) +( - yV 4^ — /> 2 j ，再利用等式 

(K+W) (W+M) = (gi—ihO (g 2 -\-ih 2 ) (gz — ihz) 


=[ (gigz-hihz)-^- (gih 2 -^g2hi)Ql(gig2 — hih 2 ) — ig\h z -\-gzhOi] 

=(gig2-hih 2 ) 2 -\- (gih 2 -\-g2h0 2 . 

6 •设 f (x) = <p(x) g (x) ，史 ( x ) 不可约 •令 9?( x )=6 0< r m + 6 i < r m_1 + … +6 m 且/ > |6 m ， 
又令貧 0) =c 0 :r A + Cix A_1 + … +“ •设 / >|6 m -,(z = 0， l ， …， /— 1)， 但声 | b m - i . 
证明 h~\~m —々，从而 — I — k = n ~\- ( m — /) — k^n — k . 


8 . (1) 因为 


x 


2 ( 2 ”+ 1 ) — 


n 


X — \ 


11 

k=l 


X 


2 cos 


kn 


2w + 1 


x + 1 


n 




11 


X 


2 cos 与」 = T ^ • X + 1 I ) (x - 1) 


2 n + 1 


令 w +/=2 w+l 一 々，则 cos 


n~\~l 

2 «+l 


kn 


丌 


cos 


272+1 


• 再以 X = l 代入 • 


(2) 因为 

x 4n -l 


n — 1 


n 一 1 


—2 cos • x +1 J I I J ^[( x 2 + 2 cos • oc -\-\ 

' a=i ' 


x 4 -l l f = J - \ " - In 

以 x = 1 代入. 

10. 设 《 为 / Cr ) 一 复数根，则必 |«|>1 .若 


2 n 


/(x) = (6 0 + hx + …+ 6 m x 饥 ） (c 0 + qx + …+ c k x k ), 

则 ao = 6 oC 。 •若 ft ，__ •，卢 m 为 6 o +6 lX + … +6 m X m =0 的全部复根，则 I ft l 〉0. 
而由根与系数的关系知 
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1^0 | = \bm I | A | **• li^rn | > \ b m \ ^ 1. 

同理， | C Q |>1， 这与 & 为素数矛盾. 

习题三 


2. (1) /( x )= w : c ”一 x ” _1 — x ”- 2 — … 一 1 有一 '实根 xo=l •令 Fix ) = ( x —1)/0) 
= nx n+l — (w + 1 ) x ” +1 •因 ( x ) = w(w + 1) (x — 1 ) x n ~ 1 ，分别对 w 为奇 

数及偶数讨论函数 FCr ) 图像变化以确定其实根的分布. 

(2) 由多项式组 


x n + px + q v nx n ~ l H ~/> > — in _ 1 ) px — nq » 



组成其斯图姆序列，分别对打为奇、偶数时讨论 l )”— 1 ，一 


(其符号与最后一个式子 相同） 的值的正、负. 

3 - 令 /。 = ： r 5 — 5<2x 3 + 5<2 2 x + 26, /i = x 4 — 3 ax 2 ~\~ a 2 9/2 = ax 3 — 2 a z x — b，fz = 
aia 1 x 1 — bx — a l ) ，/ 4 = a ( a 5 —6 2 ) x ,/ 5 = 1 为其斯图姆序列•当 A = a 5 — b z ^>0 
时， a >0，/ 有5个 实根; 当^<0时，/有1个实根. 

5 . 设/( X )— a 的 W 个实根按大小排列为 ai ， a 2 ，…，，则尸( X )有 71 — \个实根 
b \， bz ， … 1 — 1 ，且 ai <6 i < a 2 <〜< a 3< … < A-1 < ib n -\< ia n . 于是在区间 
(― cxd ，&)，(& ，6, fl )，( h — u + cxD ) 内 / Cr ) 为单调函数.讨论 / Cr ) 图像与直线 
y = a,y = X,y = b 的交点 • 

6. 因为 




d n-1 
dr ” 一 1 


_x 

(xe 2 ) = — x 


d ” 一 1 
dx n ~- ie 




(n — 1 ) 






故有尸 n (X) = xP n -\ (x) — (W — 1 ) P n -2 (x). 又易知 尸1 (X) = xP n (工） 一 
八 《 +1 ( x ). 由 此证： （ i ) 尸 〆 ： r ) 与 / ViCr ) 无公共 根(々= 0，1，2广.） ； ( ii ) P k ( x ) 
无 重根； （ iii ) 若 a 为尸 〆 x ) 的根，则（尺 CrWHCrWInX ) .由此得尸 „ Cr ) 
的一个斯图姆序列为 Pnix ) ，/ ^- lO ) ，… , Pi ( x )= X , P 0 ( x ) = l . 


7. 其斯图姆序列可取为仫 ( x )， 仫- Kx )，一^，一：!. 

n\ 

8 . 其斯图姆序列可取为厂0:)，泸（1) = 12^)/0:)，1，其中如为 / Cr ) 之首项系 
数. 

9. 利用 

£(^ l )=-£(^ I ) (” =1，2,…） 

导出公式 

P n (x) = 2xP n -i(x) — (x 2 + l)P n - 2 (x), 

又有 P f n (x) = (w + l ) i ^- i ( x ) •故 


尸 ”（ x )， P n - i ( x ) , •••, Pi ( jo ) , 尸 oO ) 


是一个斯阁姆序列. 
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第十章 

习题一 

11- 用反 证法. 设 X = (工,•，） ，/( X ) =/(工11，工 12 ，…，工)/0,由命题1.3，有^46 
M n 00,使 / G 4) 关0•令 A ⑴ = A + A ( KK )， FG )=/( A ⑴） exb ] •因 
F (0) =/ G 4) 关0,故 F ⑴为 K 上非零多项式，仅有有限个根.而 M ⑴丨= 
…也仅有有限个根，故必存在^^。）=/(^4(£。））乒0，及|^4(^ ) )|关0.与 
假设矛盾. 

12. 应用第11题.当均可逆时显见正确可逆，5不可逆时，考查 G 4 X：T 
— x * a * ，因对一切可逆 x 有 G 4 xr —; r a * = 0 ,即 G 4 X )* — x * a * 元素 
皆为工11，工12,…，工 rm 的零多项式，于是 ( AB ) * — B * A * =0. 

山 b 均不可逆时，考查(兄 er X * ，对一切可逆 X 有(兄 B )* — 

= 0,故(兄8)*-5*叉*为零矩阵(对一切 m ，: r 12 , …，^)，从而 

( AB )*- B * A *=0. 

习题二 


1. (1) (7\(72 — 3内. 

(2) <y\<y\ — 4<Ti<T3 _ 44 + 18 <ti^2^3 — 27 o\. 

(3) 一 2 心戊 3 + 4 _ 2 o\a^. 

(4) <72 _ 2o\Oz-\-2o\. 

1 1679 

2 - 

3. 设三个根为^ ,^2,^3，它们成等差级数的充分必要条件是 

(xi -\-X 2 — 2xz) (xi -\-Xz~ 2xi) (: T 2 + 工 3 _ 2xi ) = 0. 

4 . 设工 i ，工2,…，工 《 是工” + ai 工” _1 +… + a „ = 0 的 w 个根，则 

x n -\-a\x n ~ l -\- mm9 -\-a n = (x — xi)q(x). 

而 

gO) = (x — : r 2 ) … （工一 工 n) = + ••• + b n . 

显见办1 = 1 jb t = x \ bi -\-\- ai - i ， th = (― l)^,-i ixi ，…，: r n ). 

7. /+a = 0， a 为任意复数 • 

9. 在 F ,[： r ] 内考查多项式工〃 1 一 1并利用根与系数的关系及第八章§2的 
Fermat 小 定理. 


11 •因 1 幻 _ (々- I 幻 d = + / •故 Tr ( aA k ~ l -\- A k ) = 0. 于是似一】 



--以= 0, 则 5 尸 ( — l ) k na k . 利用数学归纳法证 


k-i 


2(- D 1 


(- 1 ) 


k+i 


« U 


由此 推出久 =( 一 lV w i ， 于是 / u ) = (; i + a：r (上面 &及％ 均为 / u ) 根 

\ i / 

的方幂和及初等对称多项式).或利用本节例 2. 1. 

12. 将行列式对最后一行展开，再利用牛顿公式. 

13. 设 / Gr ) 在 C 内的《个根为化，…，〜，则 



于是/=叉3叉=04；0'04；0=¥+¥ + -+乂，而 

y } = ^\ ~\~ 〜工 2 + 々 3 + …+ < _1 工 ” = / ; (X) + im ; (X) , 

其中 i 为虚单位 4( X )， m ,(；0 为&，工 2 ,^的实系数线性型.因/(工)的 
复根成对出现，设 oij ’ ock 为 /(工)一对共辄复根，则 ：yA = j ^， 从而 yl + y )^ 
4( X )— m )(； Q .注意 |別 #0( 因〜，•••,〜两两不等），故/为满秩实二次型. 
将/按上述办法表成实系数线性型的士平方和，再利用第五章习题三第5 
题的结果，求其正、负惯性指数. 



2 - /(1)=?+似：+6的判别式 ！)(/)= ( — 1) 


n(n 一 1 ) 
2 


及(/，/')•令 
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E n -\ 


B 


A 

C 


故 


0 _ 




A - 

-— B E n - 


-B C- 


0 C 一 BA - 


沢 （/，/')= \C-BA\=n n b n ^ l ^(-ir- l (n-l) n - l a n . 

9. 利用第 2 题和第 7 题. 



